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1 Gaufd’s approximationsformler

Vintevirde och varians eller standardavvikelse dr de viktigaste ldges- och spridningsmatten. Eftersom varian-
sen 4r ett matt pa osikerheten ir det intressant att kunna gora sig en uppfattning om dess storlek dd man har
en funktion av en eller flera variabler och man kiinner de ingéende variablernas varians.

1.1 En variabel

For en kontinuerlig stokastisk variabel X giller f6r en funktion, g(X), av denna att

o0

E(g(X) = / L) di

men denna integral 4r inte alltid losbar; fy(x) kanske inte ens dr kind. Men kinner man vintevirde och
varians fér X kan man fi approximativa virden pa £(g(X)) och V(g(X)) genom att approximera g(X) med
en linjir funktion.

Férsta ordningens taylorutveckling av g(X) kring punkten u = E(X) kan skrivas

9(x) = g(W) + g'(W(x-K) - -
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Figur 1.1: I viinstra figuren ses hur tithetsfunktionen for X () transformeras till tiithetsfunktionen for Y (=) pd y-
axeln genom Y = g(X) (=). I higra figuren transformeras Y istiillet genom den réita linje som tangerar
g i punkten (u,g(u). Y s approximativa vintevirde E(Y) ~ g(u) dr markerat.

gX) ~ g(u) + (X — wd (W),

dvs den rita linje som tangerar g(X) i punkten u. Fér vintevirde och varians for en linjir funktion har vi
firdiga rikneregler (E(aX + b) = aE(X) + b och V(aX + b) = 4* V(X)) si vi far hir (u, g(u) och ¢’ (u) ir
tal)

E@@X)) =~ Elgw + X —wg W] =g + & WEX) — ¢ Wy = [EX) = y] = g(w
V(gX) = Vigw) + X — wg' @] = V(WX = [P VX).



1  GAUSS’S APPROXIMATIONSFORMLER

dvs

E(g(X)) ~ g(E(X))
V(g(X)) =~ [ (ECO)*V(X).

Om approximationen skall stimma bra bér naturligtvis funktionen g vara hyfsat linjir i en omgivning kring
Y, sig u plus minus ett par standardavvikelser for X. Dessutom bér g inte ha ndgot extremvirde i denna
omgivning, om g’(u) ir noll blir ju approximationen av V' (¢(X)) noll och ir vi i nirheten av denna punke blir
nog approximationen for liten. I figur 1.1 visas hur X’s férdelning transformeras av g och forsta ordningens
taylorutveckling av den samma. I just det fallet dr funktionen g inte speciellt linjir i det omrdde ddr X har
sin férdelning.

Exempel 1.1. Lat £(X) = poch V(X) = &,

(a) Bestim approximativt vintevirde och varians fér ¥ = ¢(X) = X 2,
E(Y) ~ g(E(X)) = ny
V(Y) = [f(EX))PVX) = [¢'(X) = 27X] = Qaw)’ o’

(b) Bestim vintevirdet fér ¥ utan approximation.

Eftersom V(X) = E(X?) — E(X)? fis E(X?) = V(X) + E(X)? och det sokta vintevirdet blir
E(Y) = E(nX?) = zE(X?) = a(V(X) + EX)?*) = no* + p?

Vi ser att approximationen av vintevirdet alltid ir f6r liten men att felet blir litet om o ir liten
i forhéllande il p.
|

1.2 Flera variabler

For en funktion av tva variabler, ¢(X, Y), blir forsta ordningens taylorutveckling kring punkten (ux, uy) =
(E(X), E(Y)) det plan som tangerar ¢ i denna punkt

2X,Y) = glux, ur) + X — wo)gs (ux, wy) + (¥ — py)gh (ux, uy)

dir gl = g—§ och motsvarande f6r V. For en linjir funktion av tvd variabler har vi att E(aX + 6Y + ¢) =
aE(X) 4+ bE(Y) + coch V(aX + bY + ¢) = 22V (X) + >V (Y) 4+ 2abC(X, Y), s i det hir fallet fis
E(g(X,Y)) =~ Elg(wx, py) + X — wx)gy (we, uy) + (Y — uy)gy(ux, ur)] =
= glux, uy) + (EX) — ux)gy (ux, uy) + (E(Y) — uy)gy(we, uy) = glux, ty)
V(gX, V) = Viglux, ur) + X — wo)gy(ux, uy) + (¥ — uy)gy (ux, uy)] =
= gk (ux, un) PV X) + [gy (ux, un) 1PV (Y) + 2gx (ux, ir)gy (ux, ur) CX, Y).

Detta kan generaliseras till en funktion av 7 st. variabler X, ..., X,

EgXy, ..., X)) = g(EX), ..., E(X,)).

n

VX, X)) =Y V) +2) e, X)),

i=1 i<j

0
diir ¢; = a—i(E(Xl)’ L LEX)

Exempel 1.2. Bestim approximativa virden pi variansen fér X - ¥ och X/Y om X och Y ir
oberoende av varandra. Uttryck svaren i uy, uy,V(X) och V(Y).
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. gX,Y) =X Y. g4y(X,Y) =Y ochg},(X,Y) = X.

VX - Y) = [gh(ux, ur) 1PV X) + [gh (ux, w) 1PV (V) =
=1 VX)) + V()

2. gX, V) =£. (X, Y) = + och g} (X, Y) = — 5.

X 1 2
V)~ =V + Ly
Uy Uy
Od
Exempel 1.3.
Od

1.3 Andra ordningens approximation*

Vill man basera sin approximation pé en andra ordningens taylorutveckling av g, som for en variabel blir

200 ~ g(@) + (X — g (W) + %(x — 0% W,

begrinsar vi oss hir till vintevirdet eftersom variansapproximationen blir ganska bokig och kommer att
innehilla termer av £(X?) och E(X%) vilket man sillan har information om vid tillimpning av Gauf3-

approximation.
1 1
E@gX) = gw) + EX — wg'(w + EE[(X — w1 (W = gw + EV(X)g”(H)-
For en funktion av 7 oberoende variabler kan man visa att

1 n
EQ(Xi, .. X)) ~ g(EC), ..., E(X,) + > ; 42 V(Xp),

2

0
diir d; = 8—)§<E<Xl>, . E(X,)

Ar de inte oberoende tillkommer kovarianstermer och korsderivator.



