LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA vt 2014
MATEMATIK

Instuderingsfragor i flerdimensionell analys

Anvisningar. Avsikten med dessa repetitionsfragor ar att ge dig méjlighet att kontrollera att
du nagorlunda beharskar kursen. Om du méarker att du inte kan svara pa nagon av de héar
fragorna bor du ga tillbaka till motsvarande avsnitt i ldroboken.

Grundliggande begrepp, analytisk geometri och funktioner
1. Vad menas med en inre punkt respektive randpunkt till en méngd M i R??

2. Vad menas med att en miangd M i R? &r
a) oppen, b)sluten, c)begridnsad, d)kompakt?
Ge exempel.

3. Hur infér man a) poldra koordinater i planet, b) rymdpolédra koordinater?

4. Vad menas med en funktion fran R” till R”? Ge nagra exempel da p = 1 och nagra
exempel da n =1.

Betrakta funktioner fran R? till R. Vad menas med grafen till en sadan funk-
tion? Ge exempel. Vad menas med en funktionsyta? Vad &ar vardeméangden? Ge
exempel. Vad menas med en nivakurva?

Betrakta funktioner fran R? till R. Vad menas med grafen? Vad ar virdeméngden
till en sadan funktion? Ge exempel. Vad menas med en nivayta?

Betrakta funktioner fran R till R?? Vad &r virdeméngden?
Forklara hur en cirkel (eller annan kurva i planet) kan beskrivas med hjilp av

en funktion fran R till R? eller med hjélp av en funktion fran R? till R.

5. Lat f vara en funktion fran R? till R. Vad menas med att f(x,y) — A da (x,y) —
(a,b)? Vad menas med att f &ar kontinuerlig i (a,b)? Vad menas med en kontinu-
erlig funktion?

Differentialkalkyl, lokala undersokningar och optimering

6. Vad menas med att den reellviarda funktionen f(x,y) 4r partiellt deriverbar i
punkten (a,b)? Vilken ir den geometriska betydelsen av de partiella derivatorna
i detta fall?

7. Ange en ekvation for tangentplanet till ytan z = f(x, y) i punkten (a, b, f(a, b)).

8. Vad menas med att funktionen f fran R? till R #r differentierbar i en punkt
(a,b)? Vad menas med differentialen i en punkt? Ge en geometrisk tolkning av
differentialen.

9. Visa att om funktionen f(x,y) ar differentierbar sa ar den ocksa

a) kontinuerlig, b) partiellt deriverbar.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

Formulera kedjeregeln for en sammansatt funktion av formen

a) h(x,y)=f(g(x,y)),
b) h(x)=f(g1(x),g2(x)),
c) h(x,y) = f(g1(x,y),g2(x,y)).

Bevisa b).

Definiera vad som menas med gradienten av f, om f &r en reellvird funktion av
flera variabler. Ange en geometrisk tolkning.

Definiera begreppet riktningsderivata for en reellviard funktion av tva variabler.
Ange en formel for berdkning av riktningsderivatan. Bevisa formeln.

I vilken riktning har f(x,y) sin maximala tillvdxthastighet, och hur stor ar den-
na? Bevisa ditt pastaende.

Bevisa att vektorn gradf (a,b) dr normal till kurvan f(x,y) = f(a,b) i punkten
(a,b).

Hur kan resultatet i foregaende fraga anvindas for att bestdmma en ekvation
for tangenten i (a, d) till kurvan? Generalisera till ytor och tangentplan.

Ange alla funktioner f(x,y) i planet som uppfyller den partiella differentialekva-
: of _
tionen 3. =0.

Formulera Taylors formel av andra ordningen for en funktion av tva variabler
och skissera beviset.

Vad menas med att en reellvard funktion av tva variabler har lokalt maximum
(minimum) i en punkt (a,b)?

Definiera begreppet stationar punkt for en funktion av flera variabler.

Bevisa att en lokal inre extrempunkt for en reellvard, partiellt deriverbar funk-
tion av tva variabler ar en stationér punkt.

Vad menas med att en kvadratisk form @ pa R? (R?) ar

a) positivt (negativt) definit, b) indefinit, ¢) semidefinit?

Ge exempel pa sadana former i tva och tre variabler.

Antag att (a,d) dr en stationdr punkt for funktionen f(x,y). Vilka slutsatser om

funktionens uppforande i en omgivning av (a,b) kan man dra med hjéalp av den
kvadratiska formen i Taylorutvecklingen av f i (a,b)?

Hur gar man tillvéaga for att bestdmma det storsta (minsta) vardet av en funktion
f(x,y) definierad pa en kompakt mangd i R?? Vilken sats utgér den teoretiska
grunden fér metoden?

Studera nagot exempel pa hur man genom avskirning ibland kan aterfora opti-
meringsproblemet 6ver en icke-kompakt méangd pa det kompakta fallet.
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25.

a) Betrakta problemet att soka maximum av en funktion f(x,y) under bivillkoret
g(x,y)=0. Visa att om (a,b) 4r en maximipunkt sa ar vektorerna grad f (a,b) och
grad g (a, b) parallella.

b) For praktiskt raknebruk kan resultatet i a), och motsvarande i tre variabler,
formuleras antingen med Lagranges multiplikatormetod eller (ibland) med en
determinant. Hur gar detta till?

Differentialkalkyl for vektorvirda funktioner

26.

27.

28.

Hur bestammer man tangenten till en kurva som parametriseras av funktionen
t — r(t)? Fysikalisk betydelse?

Lat f vara en funktion fran R” till R”. Vad menas med dess funktionalmatris och
funktionaldeterminant (om n = p)? Vad menas med linjariseringen av f?
Formulera implicita funktionssatsen i fallet F(x,y) = C om man vill 16sa ut

a) y som funktion av x, b) x som funktion av y.

Motivera med en figur.

Integralkalkyl och anvindning av integraler

29.

30.

31.

32.
33.

Formulera tva varianter for berikning av en dubbelintegral som itererad en-
kelintegral.

Skriv upp formeln for variabelbyte i en dubbelintegral. Forklara de ingaende
beteckningarna och ange forutsattningarna.

Vad menas med en Riemannsumma? Vad hinder med en sadan da indelningens
finhet gar mot noll?

Beskriv nagra metoder att berdkna trippelintegraler.

Hur berdknar man volymer med anviandning av dubbelintegral? Nar kan man
ha nytta av att anvianda trippelintegral?

Vektoranalys i planet

34.
35.
36.

37.

Hur berdknar man en kurvintegral direkt enligt definitionen?
Ge en fysikalisk tolkning av begreppet kurvintegral.

a) Formulera Greens formel med alla forutsattningar.
b) Bevisa formelnifallet @ =0 och D ={(x,y); ¢1(x) <y < p2(x),a <x < b} (formel
(9.8) i laroboken).

Ge exempel pa att Greens formel i allménhet inte kan anvindas om forutsatt-
ningarna saknas i nagon punkt.



38.

39.

40.

41.

42.

Hérled med hjalp av Greens formel en metod att berdkna arean av ett plant
omrade.

Vad menas med ett potentialfialt (konservativt falt) och vad menas med en po-
tential? Vad menas med en exakt differentialform?

Hur gar man tillvaga for att bestimma potentialen till ett konservativt falt?

a) Visa att for ett potentialfalt (P,Q) med potentialen U ar
dex+Qdy =Ul(x1,y1) = Ul(x0,y0),
Y

om (x9,y0) och (x1,y1) ar start- respektive slutpunkt pa kurvan y.

b) Av a) foljer att for ett potentialfilt ar kurvintegralen oberoende av vigen.
Galler omvandningen?

a) Visa att om kraftfiltet (P,Q) ar ett potentialfilt sa ar % = %. For att aven
omvandningen skall gélla kravs att faltet ar definierat i ett omrade 2 med en
speciell egenskap. Vilken?

b) Skissera beviset for att likheten % = % medfor att faltet dr ett potentialfalt
under denna extra forutsattning.

¢) Ge exempel som visar att utan denna extra forutsdttning kan man inte dra
nagra slutsatser.



