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cykel finns, betraktar vi optimallgsningen som obegrinsad (&k runt cykeln oéndligt
ménga génger, vilket ger en odndlig vinst). Detta motsvarar en problemformulering
med nodjamviktsvillkor och ickenegativitetsvillkor.

Man kan dock tycka att denna problemformulering iir otillfredsstillande, om man
sékert vill ha en vig frin start- till slutnoden, dven om en negativ cykel existerar. I s
fall soker vi den billigaste enklq végen fran start- till slutnod.

Igenkénningsversionen av billigaste enkla vig-problemet ir foljande: Finns en
enkel vig frén start- till slutnod med ¢’x < L? Detta problem ir faktiskt NP-
fullstdndigt (om negativa cykler kan finnas). En viss forstielse for detta faktum kan
fis om man inser att de subtursférbjudande bivillkor man kan anvinda i handelsre-
sandeproblemet skulle beh&va laggas till i billigaste enkla vig-problemet ocksa.

Ett annat problem dir komplexiteten beror pa bagkostnaderna #r det si kalla-
de billigaste cykel-problemet, (pé engelska minimal weighted girth problem, vilket
kanske borde 6versittas med “billigaste gordel-problemet™). Uppgiften &r att finna &
den billigaste enkla cykeln i en oriktad graf med bigkostnader. Till skillnad mot han- E 1
delsresandeproblemet maste inga noder passeras. Dock brukar man kréva ait cykeln ‘
ska innehélla minst tre noder (for att f3 kallas cykel). Om bigkostnaderna ir icke-
negativa, blir problemet lésbart i polynomisk tid. Detta giller dven for fallet dér den
totala kostnaden fér varje cykel i grafen 4r ickenegativ (vilket dock inte alltid ar sd
liitt att kontrollera).

Men utan dessa begrénsningar 4r problemet NP-svAart. Detta kan man inse genom
att utga fran ett oriktat handelsresandeproblem och dra bort en stor negativ konstant
frén varje bagkostnad. (Som bekant dndrar detta inte optimallésningen.) Genom att
16sa billigaste cykel-problemet kan man pé detta siitt 16sa handelsresandeproblemet.

15.2  Ovningsuppgifter

Négra 6vningsuppgifter angdende komplexitet ges nedan.,

UPPGIFT 15.1

For varje deluppgift nedan, ange om problemet tillhér P, om problemet tillhér NP ‘
och om problemet dr NP-fullstindigt. Ge korta, kiirnfulla motiveringar, gima med

kinda problemnamn, inte fullstéindiga bevis. (Samtliga koefficienter nedan antas

vara positiva och heltaliga. For grafer betecknar » antalet noder i grafen.)

a) Vi har k st olika sandséickar med vikterna v; for j = 1,. .. k.Kan man packa

ner alla sandsickarna i p stycken lador, utan att ndgon 13da fir en totalvikt stérre

4n q? (q dr ett positivt heltal, g > vjoch pg > ¥ Vi)

b) Samma friga som i uppgift a, men vi fir 6ppna sandsickarna och hilla i sanden

i ladorna. (Sanden frén en sick fir hamna i fler &n en l4da.)
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¢) Finns det en delméngd av (hela) sandsiickar i uppgift a som tillsammans har
exakt vikten g? (g 4r heltal och 0 < g < Zj v;.)

d) Finns det en vig som bérjar i nod s och slutar i nod ¢ och innehéller varje nod
exakt en ging i en given oriktad graf?

e) Finns det en vig som bérjar och slutar i nod s och innehéller varje bdge exakt
en gang i en given oriktad graf?

f) Finns det en viig som borjar i nod s och slutar i nod ¢ och inte innehéller fler n
q bagar i en given riktad graf? (3 < q < n.)

g) Finns det en enkel cykel (dvs. dir ingen nod har valens stérre 4n tvd) som
innehdller minst g bagar i en given oriktad graf? (3 < g < n.)

h) Finns det ett sitt att skicka g enheter flode frén nod s till nod ¢ i en given riktad
graf med bdgkapaciteter u;;? (0 < w;; < q.)

i) Finns det ett uppspannande tréid ddr ingen nodvalens Gverstiger g i en given
oriktad graf? (2 < g < n.)

J) Kan man vilja ut g st noder i en given oriktad graf sé att ingen vald nod har en
direktbége till ndgon annan vald nod? (3 < g < n.)

k) Kan man vilja ut g st noder i en given oriktad graf si att samtliga bagar Ar
anslutna till minst en vald nod? (3 < g < n.)

1) Kan man vilja ut ¢ st noder i en given oriktad graf s& att alla noder i grafen dr
uppnéeliga frén négon av de valda noderna? (3 < g < n.)

UPPGIFT 15.2

I'en viss liten elektrisk apparat finns foljande nitverk. I ena #inden finns ett antal
ingéngar, ddr man kan vilja att ldgga spanning (500 volt) eller inte (0 volt), och i
andra &nden finns en utgdng. Bigama i nitverket dr helt enkelt elektriska ledare,
och mélet &r att f spanning i utgingen. Noderna bestir av tre olika typer av aktiva
komponenter. En V-nod ("vénd”) har en ingdng och en utging, och utsignalen
ar helt enkelt insignalen omvind (spénning byts mot ingen spénning och vice
versa). En N-nod ("négon”) har flera ingdngar och en utgéing, och utgngen far
spénning om ndgon av ingdngana har spénning. En A-nod ("alla”) har ocksi den
flera ingdngar och en utgéng, och utgéngen fér spinning om alla ingangarna har
spanning. Givet en viss konfiguration (noder, bigar) #r alltsi frigan hur man ska
lagga spinning pd ingdngarna sa att utgAngen fir spanning, och om det alls &r
mdjligt. Formulera problemet som ett matematiskt optimeringsproblem. Tillhr
problemet NP? Tillhér det P? Ar det NP-fullstindigt? Foresla en 16sningsmetod.

UPPGIFT 15.3

Betrakta foljande tvéd optimeringsproblem fér riktade grafer.
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Svar och lésningar

SVAR 15.1

a) Hinkpackningsproblemet tilthér NP och dr NP-fullstindigt.

b) LP-relaxationen av problemet ovan r litt och tillhér NP och P.

¢) Kappsicksproblemet tillhér NP och 4r NP-fullstindigt.

d) Hamiltonvigproblemet tillhér NP och ar NP-fullstéindigt.

¢) Bulercykelproblemet tillhér NP och P. Kolla bara nodernas valens.

f) Billigaste viig-problem: Sitt alla bigkostnader lika med 1. Finns en vig med
malfunktionsvéirde mindre eller lika med g? Problemet tillhér NP och P.

g) Problemet tillhér NP och &r NP-fullstandigt. Légg till en nod med bara en
anslutande bége och sétt g = n — 1, sd kan vi 16sa Hamiltoncykelproblemet.

h) Minkostnadsflodesproblemet tillhér NP och P.

i) Valensbegrinsade billigaste uppspannande trid-problemet (VMST) tillhér NP
och dr NP-fullstindigt (med eller utan mélfunktion).

J) Nodpackningsproblemet (oberoende nodmingd) tillhér NP och 4r NP-
fullstandigt.

k) Nodovertickningsproblemet tillhér NP och dr NP-fullstiindigt.

1) Problemet tillhor NP och &r NP-fullstindigt. Man kan kolla vilka noder som ir
uppnéeliga frin en eller flera noder polynomiskt, men sedan Aterstér ett méngd-
gvertdckningsproblem.

SVAR 15.2

Detta ir satisfieringsproblemet, svagt forklitt, kint NP-fullstandigt. Det kan 16sas
via omformulering till allmént 0/1-problem (med t.ex. tridsékning).

SVAR 15.3 -

Béde P1 och P2 tillhér NP. Ofta tillhér optimeringsversioner inte NP, men hir vet

vi att optimala méalfunktionsvirdet ligger mellan noll och det totala antalet bigar

i grafen. Vi kan dirfor kontrollera ja-svar for igenkénningsversionen for varje

mojligt malfunktionsvérde och 4ndé inte anviinda mer &n polynomisk tid. P1 ar
i polynomiskt losbar (billigaste viig med bagkostnad ett). P2 dr NP-fullstéindigt.
| (Jimfor med billigaste enkla vég nir det finns negativa cykler.)




