Forelasning 17

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Ytintegraler
Kapitel 6.5 (s213-216), 8.4, 10.1

Efter dagens forelasning maste du kunna

- vad som menas med reguljara och orienterade ytor.
- vad som menas med en ytintegral
- flodesintegraler i rummet

Lite om kurvintegraler i rummet

Kurvintegraler i rummet skiljer sig véldigt lite ifrdn de planet, tills vi
kommer till Greens sats. Men innan dess har vi samma definitioner.
Om

w = urdx + updy + uzdz

sé sags w vara exakt om w = dF. Om en sadan funktion F finns, sa
maste de blandade andraderivatorna vara lika, vilket innebér att (dédr
91 = 2 et

1= o« € C)

Oquy =01y, 03Uy = OqU3, Oru3 = d3Ua.

Nér w &r sddan att dessa tre villkor géller sdgs w vara sluten. Vi har
alltsa d& att om w ar exakt &r den sluten. Liksom i planet (med samma
bevis) har vi att w ar exakt om och endast om integralen dr oberoende
av vagen.

Ytor (6.5)
Ett ytstycke dr en mangd
> = {l[](tl,tz)l (t1,t2) (S D}

dar ¢: D — R3 4r injektiv och dess partiella derivator 911, 921 ar lin-
jart oberoende. Vi antar ocksa att D &r ett reguljart omrade (se boken),
vilket speciellt betyder att dess rand &r styckvis C!. Randen 9% till
ytan &r bilden av randen oD.

Exempel L&t D = (0,7) x (0,27) och definiera

(6, ¢) = (sin b cos ¢, sinfsin ¢, cos 9).

Da géller att motsvarande ytstycke &r nédstan enhetssfaren. Notera att
vihar att
99 = (cos B cos ¢, cos b sin¢p, —sinh)

dp1p = (—sinf sin ¢, sin 6 cos ¢, 0)

Exempel En funktionsytaz = f(x,y), (x,y) € D kan parametriseras
med

¥(x,y) = (xy f(x,y))
for vilken vi har
9xY(x,y) = (1,0,0xf(x,y)),
9yp(x,y) = (0,1,0yf(x,y)).

Ett ytstycke har tva sidor, definierade av de tva enhetsnormalerna

(v, y,2) = 9(t, 12))

all/)(tl,tz) X azl/)(tl,i‘z)
[019(t1, t2) X Datp(t1, )]

N(x,y,z) =+

Man séger att man orienterar ytstycket genom att gora ett kontinuer-
ligt val av enhetsnormal.

Man far en yta genom att klistra ihop randbitar till olika ytstycken.
Kan sluta med en yta med rand eller en yta utan rand. En sddan yta
behover inte gé att orientera.

Exempel Genom att klistra ihop sidorna pa enhetskvadraten kan vi
fé fler olika sorters ytor: cylinder, torus, Mobiusband och Kleins flaska.
Av dessa ar de tva forsta orienterbara, men inte de sista tva.

Integration pa ett ytstycke (8.4)

P& samma sitt som att ds = |¢/(t)|dt kan motiveras vara ett lingdele-
ment pa olika sitt, kan man motivera att

ds = ‘alllj(tl, i’z) X azlp(tl, tz) |dt1dt2
ar ett ytelement. Vi kan t.ex. approximera ett litet fyrkantigt omrade
pa ytan med motsvarande parallellogram i tangentplanet som spanns
upp av vektorerna dypdt; och d,1dt,. Langden av vektorprodukten

ger da arean av det parallellogrammet.
Vi kan nu definiera en ytintegral pa ett ytstycke

[ fx s

som berdknas som dubbelintegralen

[ Fp(tr, )01t 12) x (1, 1) | dtrdty.
D

Tar vi f = 1 ger ytintegralen arean av X.

Exempel Viska berdkna

[f(x+z+2)ds

b

dar ¥ dr den del av paraboloiden x? — y +z2 = 0 som uppfyller y < 1.
Detta ytstycke kan vi parametrisera med
Y(t) = (b6 +85,0), H+85<1,

och en rakning visar da att

[019 X Dop()| = (/14 412 + 413,

Alltsa blir integralen lika med
ﬂ (i + ta +2)4/1 + 48 + 483dt dt,.
[t[<1
For att berdkna dubbelintegralen infér vi poldra koordinater:

ff (rcosf +rsin® +2)V 1+ 4r2rdrdf = 2(5% —1).

[0,1]x[0,27]

Vi kan utvidga ytintegralen till att integrera dven pa orienterade ytor.
Integralen 6ver en styckvis C!-kurva &r noll, sd vi kan dela upp ytan
i ytstycken och berdkna delarna for sig.

Exempel Vi ska berdkna ytintegralen

/ 22ds,
Js2

dar S? 4r enhetssfaren, pa tva olika sitt, dar vi utnyttjar att integralen
langs en kurva &r noll.

Det forsta sattet innebar att vi skér bort ekvatorn z = 0. Det som &ar
kvararda X, UX_, ddr Xy dr den 6vre hemisfaren, alltsd

Ty ={(nyz2); P+ +22=1,2z>0},



och X_ den nedre, dér vi istéllet har z < 0. Bdda dessa &r ystycken

och vi far att
/ 2dS = / 2dS + / X2dS.
s2 pe p

Vi borjar med att berdkna integralen over X,. Med y(x,y) =

(x,y,¢(x,y)) och ¢(x,y) = /1 — x2 — y2 har vi d4 att

1

o = anil = 1+ 9P+ (20 = e

sa
27

dxdy:...:?.

2
¥2ds = . x
/Z+ x2<§:££<1 /1_x2_y2

For att berdkna integralen gar vi 6ver till poldra koordinater.
Integralen 6ver den nedre hemisfaren ar lika stor, sa vi far att

4
2

ds = —.
/st S 3

Det andra sittet att berdkna integralen bygger pa att vi skir bort
Greenwich-meridianen, sa att parametriseringen

(60, ¢) = (sin6 cos ¢, sin B sin ¢, cos ),

avbildar
E={(0,¢);0<0<m0<¢<2m}

pa aterstoden av enhetssfaren. En rakning visar da att
|a1¢ X 821/]| =sinf

(kom ihag att 0 < 6 < 7, s& hogerledet ar > 0) och vi far att
/SZ x2dS = £f (sin 6 cos ¢)? sin 6 dOd¢p

i 27 4
=/ (17c0529)sin9d9/ cos? pdgp = R
0 0

Fl6desintegralen i rummet

Lat u: R® — R3 vara ett flode i rummet och 14t X vara ett ytstycke.

Flodet genom X. i riktning av enhetsnormalen N pa ytstycket ges da av
ytingegralen

/Z (u|N)ds.

Om vi véljer parametriseringen sa att N har samma riktning som
011 X 021, sa kan flodesintegralen skrivas

[[ (u(w(tr, ) |orp(t1, t2) x Datp(ta, 2) ) dtrdts.
D

Exempel Om vatskeflodet beskrivs av
u(x,y,z) = (=2y — 1,y,2x* — z)
och X dr funktionsytan

z:lfxzfyz, x2+y2§1,

sa vill vi berdkna det totala flodet igenom X i riktning bort frén origo.

Som parametrisering kan vi ta

P(x,y) = (x,y,1—x> =)

och far da att
oy X Ay = (2x,2y,1).

Skaldrprodukten av detta med u blir d&
—dxy —2x +3x% +3y° — 1
sé flodesintegralen blir

jj (—4xy —2x +3x% +3y> — )dxdy = ... =
24y?<1

(Anvand poléra koordinater — rakningarna finns i boken.)
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