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Innehall: Mer vektoranalys i planet
Kapitel 6.5 (s209-213), 8.3, 9.4-9.5

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- vad som menas med reguljdra, slutna, enkla, styckvis reguljdra kur-
vor, liksom orienterade kurvor.

- vad som menas med integration med avseende péa baglangden

- flodesintegraler i planet

- vad som menas med rotation och divergens av plana vektorfalt

Integration med avseende pa baglangden (8.3)

Anmirkning Exemplen dr tvddimensionella, men diskussionen gar li-
kabrait.ex. rummet. Det &r bara beteckningarna som maste anpassas.

Baglangd

Vi kan tanka pa kurvan som en vég, och parametriseringen som en
beskrivning av var vi dr pa vagen vid en viss tidpunkt t. Till en given
kurva (vdg) finns manga parametriseringar, som svarar mot att vi kan
kora langs vagen pa manga olika sitt. Vi skriver en parametrisering
c(t) = (x(t),y(t)). Hastigheten vid en viss tidpunkt ges av ¢/(t) =
(x'(t),y'(t)), som &r en vektor, vilket ska skiljas fran farten

' (D) = /¥ (1) +y/ (1)

som bara ar en storhet och inte har nagon riktning.
Hur langt s man hinner beror pa farten och tiden man fardas. Ut-
tryckt i differentialform har vi

ds = |c'(t)|dt.

Den ldngd man kommer under ett tidsavsnitt [a,b] far vi genom att
summera sadana bidrag:

L:/v'ds=/:|c/(t)\dt.

Anmiirkning Man kan anvdnda baglangden som parameter for att be-
skriva en kurva (tank efter att detta ar valdigt naturligt). D& genom-
16per man hela tiden kurvan med farten ett, dvs |c/(s)| = 1. Detta gor
vi t.ex. ndr vi parametriserar enhetscirkeln i cosinus och sinus.

Integration langs en kurva

Iménga sammanhang behdver man dven kunna integrera en funktion
langs en kurva. L&t f(x,y) vara en funktion av tva variabler. Da kan
vi definiera en integral

Aﬂ%w%

som (lost uttryckt) innebar att vi summerar virdena av f lings kur-

van vy s§ samma siitt som | : f(x)dx innebér att vi summerar virdena
av f langs intervallet [a, b]. Att berdkna en sddan integral &r i princip
enkelt: infor bara en parametrisering av kurvan i uttrycket:

[ Fe@le i, = feya<e<n)

Vi fér alltsa en integral av en variabel genom att anvdnda en paramet-
risering!

Exempel Vi vill berdkna integralen

A(x +y)ds

lings kurvan ¢ = {(3t%,3t — 3);1 < t < 2}. Vi har

I/ (8)] = v/ (61)% + (3 — 3t2)2 = 3 4+ 3t?

sa integralen blir
: 2
/ (x +y)ds = / (32 +3 — £3)(3+32)dt = 813
v 1

Kurvintegraler
En kurvintegral lings en orienterad kurva vy = ¢([a, b]) (ddr u(x,y) =
(11 (x,y), u2(x,)))

/7 up (x,y)dx + up(x, y)dy

kan skrivas som att vi integrerar langs en kurva. Vi infor dd

c
T(c(t)) = enhetstangenten i rorelsens riktning =

le(®)]

och ser da att

G-+ sty = [ (€O 0 + et )

= [ Gl IT) @ = | () T390

Viintegrerar alltsa projektionen av u(x, y) i tangentens riktning, vilket
motiverar varfor integralen blir ett arbete om u(x, y) dr ett kraftfilt.

Flédesintegraler i planet (9.4)

Lat y vara ett kurvstycke i planet och u(x,y) ett fldde av nagot 6ver
detta kurvstycke. Lat N(x,y) vara ett kontinuerligt val av enhetsnor-
mal till kurvstycket, sa att det pekar mot ena sidan av . D4 géller att
(u(x,y)|N(x,y)) méter hur mycket som flddar i rikiningen av N och
integralen

| (e, ) IN G y)ds
Jy

det totala flodet over 7.

For att berdkna denna flodesintegral kan vi anvanda foljande obser-
vation: om vi vrider N(x,y) 90 grader moturs far vi en enhetstangent
T(x,y) till 7. Rotationen 90 grader moturs svarar mot avbildningen
R: (x,y) — (—y,x),sd vihar att

(u(x,y)IN(x,y)) = (Ru(x,y)|IRN(x,y)) = (Ru(x,y)[T(x,y))-

Eftersom Ru(x,y) = (—ua(x,y), u1(x,y)) foljer att

[ e y)INGy)ds = [ —uary)dx -+ (x,v)dy,
Jy Jy

dér y i hogerledet ar den orienterade kurva som har T som enhetstan-
gent.

Exempel Lat y vara den del av ellipsen x? + 4y?> = 4 som ligger i
forsta kvadranten och N den enhetsnormal péd o som pekar bort fran
origo. Definiera u(x, y) genom

u(x,y) = (2 — %, xy).

YA u(z,y)

F



Om vi roterar N 90 grader moturs far vi den enhetstangent till v som
svarar mot att vi genomloper kurvan moturs. Det betyder att

/(M\N)ds = / —xydx + (x® — y?)dy
v 7
med sagda genomloppsriktning av . Med parametriseringen

c(t) = (2cost,sint), 0<t<

N

far vi da att kurvintegralen ar
/2 2 2
/ ((4cos™t —sin“t) cost + (2 costsint)2sin t)dt
0

n/2 11
= 4 —sin’t) costdt = —.
/0 (4 —sin” t) cos 3

Rotation och divergens i planet (9.5)

Vi paminner oss sa Green’s sats. Om () &r ett Oppet, begransat,
omréde i planet med en (styckvis) C! rand dQ och u(x,y) =
(u1(x,y),u2(x,y)) &r ett vektorfilt som har kontinuerliga derivator
i en omgivning av Q, sa giller att

/ao up (x,y)dx + up(x, y)dy = {)j(aluz(x,y) — dpuq(x,y))dxdy,

dér omloppsriktningen av () sker i positiv riktning.
Integranden har hér fatt ett namn: den kallas rotationen av vektor-
faltet u(x, y) och skrivs

rotu(x,y) = duz(x,y) — 11 (x,y).

Denna ir ett tal (och inte en vektor som boken verkar fa det att ver-
ka som) och méter hur mycket vektorféltet “snurrar” i en punkt. Ett
positivt varde betyder att rotationen dr moturs, ett negativt att den &r
medurs. Lis om skovelhjulet i boken!

Definition Vektorfaltet u(x, y) sdgs vara virvelfritt om rot u(x,y) = 0
overallt.

Vi har tidigare sett att for att ett vektorfalt ska vara ett potentialfalt
madste det vara virvelfritt (men att omvandningen inte alltid ar sann).
Vi ser nu att vi kan skriva Green'’s formel som

./lm(u(x,y)\T(x,y))ds = {}f rotu(x,y)dxdy,

dér T ar den enhetstangent till Q) som innebér att vi genomloper
randen i positiv omloppsriktning.
Betrakta nu istillet flodesintegralen

| () INGey)ds,

ddr N(x,y) &r den utdtriktade enhetstangenten. Denna skrev vi ovan
om som en kurvintegral, och om vi anvander Greens formel pa den
far vi

[ () ING ) s = [ @)~ 2a(-nt )y =

Jf(aw(x,y) + 0zuz(x, y))dx.
Q

Vi infor dérfor divergensen av vektorfaltet u(x,y) genom
div u(x,y) = oqui(x,y) + dauz(x,y)

och da far Greens formel utseendet

/aO(u(x,y)|N(x,y))ds = /Qdivu(x,y) dxdy.

Denna formel kallas Gauss’ sats, men ar alltsa ekvivalent med Greens
formel i planet. Vi ska se att i rummet &r det inte sa!

For att battre forstd vad rotationen och divergensen ar for nagot
latet vi Q) vara ett litet klot B¢ (a,b) med radie € > 0 och medelpunkt
i(a,b).Later vie — 0, ser vi d4 att

. 1
rotu(a,b) = llir(l) poo /aBM,b)(M(X/y)‘T(xr]/))ds

och att

divu(a,b) = lgns % '/BBE(M)(u(x,y)\N(x,y))ds.
Den andra kan vi direkt tolka som nettoflédet ut ur punkten (4, b), vil-
ket betyder att om divu(a,b) > 0sd har vien kélla i (a,b), medan om
div u(a,b) < 0sé har vien sdnkai (a,b). Man kallar darfor div u(x, y)
for kalltatheten av vektorféltet och Gauss sats sager att mangd som
strommar ut 6ver randen dr nettoméngden kallor i omrédet (sankor
r negativa killor). In det géller att div u(x,y) = 0 i ett omrade sdgs
vektorfaltet vara kallfritt dar.



