
Om att rita funktioner av
två variabler

Analys360 (Differentialkalkyl)
Instuderingsuppgifter

Dessa övningar är det tänkt du ska göra i anslutning till att du läser
huvudtexten. De flesta av övningarna har, om inte lösningar, så i varje
fall anvisningar till hur uppgiften kan lösas. Ha dock inte för bråttom
att titta på lösningarna – det är inte så man lär sig. Du måste först
noga fundera ut vad det du inte förstår.

Glöm inte att hela tiden reflektera kring vad du lär dig. Saker som är
svåra att förstå kräver ibland att man tänker under en längre period.
Ibland måste man bara lära sig hur man gör, för att förstå lite senare
(när hjärnan fått mer att arbeta med).

Funktionsytor
Övning 1 Rita nivårkurvorna f (x, y) = c till

a) f (x, y) =
√

x2 + y2, c = 0, 1, 2, 3,

b) f (x, y) = x2 + 4y2, c = 0, 1, 2, 3,

c) f (x, y) = x2 − y2, c = −2,−1, 0, 1, 2.

Skissera därefter de tre funktionsytorna

z =
√

x2 + y2, z = x2 + 4y2, z = x2 − y2

nära origo.

Övning 2 Avgör för var och en av funktionerna nedan i vilken punkt
den har ett globalt maximum och vilket värde den där antar.

a) f (x, y) = 5− x2 − 4y2,

b) f (x, y) = 10 + 2x + 4y− x2 − y2,

Varför har ingen av funktionerna något globalt minimum?

Övning 3 Vilket är det minsta värde funktionen

f (x, y) = 4x2 + 12xy + 9y2 + x4

kan anta? I hur många punkter kan detta minsta värde antas?

Övning 4 Bestäm största och minsta värde av funktionen

f (x, y) = xy + x2y2

i området |x| ≤ 1, |y| ≤ 1.

Övning 5 Vilken värdemängd har funktionen

f (x, y) = (x2 + 1)/y2 − 2/y + 1 då y > 0?

Kurvor på en funktionsyta och tangentplan
Övning 6 a) Rita upp området |x|+ |y| ≤ 1 i planet.

b) Genom att studera nivåkurvorna till funktionen

f (x, y) = x2 + y2 − 3x,

bestäm dess största och minsta värde på området i a).

Övning 7 Bestäm största och minsta värde av funktionen

f (x, y) = x2 + x(y2 − 1)

a) på enhetscirkeln x2 + y2 = 1,

b) i området x2 + y2 ≤ 1.

Övning 8 Finns ett största och minsta värde av f (x, y) = x2y under
bivillkoret x + y = 1?

Övning 9 Figuren nedan visar kurvan x2 + xy + y2 = 3.
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a) Markera de punkter på kurvan i vilka funktionen f (x, y) =
x + y antar sina största och minsta värden. Ange dessutom
motsvarande värden.

b) Vilka är dessa punkter om vi dessutom kräver att x ≥ 0. Ange
även nu värdena.

Övning 10 Bestäm största och minsta värdet av f (x, y) = xy i områ-
det x2 + 4y2 ≤ 8.

Övning 11 Ett företag producerar två typer av produkter. Dessa kal-
las X och Y. Vinsten genom att sälja x enheter av X och y enheter av
Y ges av formeln

P(x, y) = 10x + 20x− x2 + y2

10
.

Antag att det totala antalet producerade enheter inte får överstiga 100.
Hur många av varje produkt ska företaget producera för att uppnå
maximal vinst?


