Forelasning 15

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Tillampningar av integraler
Kapitel 8.1-8.2

1) Volymsberédkning
2) Tyngdpunkt
3) Troghetsmoment

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- kunna stélla upp integraler som berdknar volymer, massor, tyngd-
punkter och troghetsmomement

Volymsberakning (8.1)

Exempel Vi ska berdkna volymen av den kropp K som begrénsas av
ytorna z = 4x? + y? och z = 2y + 3 (en paraboloid och ett plan, men
det har ingen betydelse i vart resonemang utom att det gor vissa rak-
ningar enklare).

Den integral vi ska berdkna ar [[[; dxdydz, och for att géra det be-
hover vi fa nadgon uppfattning av hur omradet ser ut. Vi véljer att
integrera i z-led forst, och for det behover vi veta projektionen av K
pa xy-planet. Den far vi genom

2+ =2+3 & 4P+ (y-1)7 =4
vilket dr en ellips. Innehallet kallar vi D. Vi kan nu rdakna

2y+3

J,lj dxdydz = {Jf(szWz)dxdy = {)f(zl —4x% — (y —1)%)dxdy.

Notera integranden!!
For att berdkna integralen infor vi poldra koordinater enligt:

2x =rcost), y—1=rsind

(varfor?), vars funktionaldeterminant ar r/2 (varfor?) och integralen
ovan blir

2 r o
2 [@-) ldr = -4 PPR = 4m.

Egenarbete

Tank forst 6ver hur vi gjorde motsvarande sitt i endim. Los sedan 8.5.
Notera att en stor del av problemet med sddana hir uppgifter ar att
kunna rita upp en bra figur som gor det litt att stdlla upp ratt integral.

Tyngdpunkt (8.2 s268-272))

Liksom i endimen &r 6vergangen till att berdkna den totala massan
utifran kroppens densitet helt baserat pa observationen dm = pdV, s&
integralen blir [[fy p(x,y,z)dxdydz. Tyngdpunkten bestims pé& sam-
ma sitt som i endimen.

Exempel Tyngdpunkten for ett homogent klot ligger uppenbarligen
i origo, liksom att tyngdpunkten for ett halvklot ligger pa axeln som
ar vinkelratt mot dér det &r delat. Vi ska berdkna dess exakta ldge.

L&t klotet ha ekvationen x2 + y2 + 22 < R%, z > 0. Vi kan sitta tit-
heten till ett och d& blir vikten lika med 477R3 /6. Aterstar att berikna
integralen

fff zdxdydz = ffj ¥ cos 872 sin Odrdfd¢
K E

‘R -5 R*
=21 / r3dr / cosfsinfdf) = —.
([ ran( [ =4

Division ger nu att zr = 3R/8, sa tyngdpunkten ligger i (0,0,3R/8).

Egenarbete

Repetera hur vi gjorde i endimen! Rékna sedan 8.14, 8.15 och studera
16sningen pa den senare. Jamfor med hur vi gjorde i endim!

Troghetsmoment (8.2 s272-273)
Vi borjar med lite fysik:

- Kinetisk energi fér massa m med fart v: E = mv® /2.
- Rotation med radie r och vinkelhastighet w ger farten v = rw och

energin
_ m(rw)? 1 5,
E= 2 = 2w rem.

- Stel kropp K roterar: massdelen dm har energi dE = %wzrzdm, sa
hela kroppen far kinetisk energi

2 .
/dEzw—/ r2dm.
K 2 Jk

Integralen | = [, r2dm utgér troghetsmomentet.

Exempel Berdkna troghetsmomentet med avseende pa z-axeln for
det homogena klotet med medelpunkt i origo och radie R och med
densitet ett.

Enligt diskussionen ovan ska vi berdkna integralen

J= fff(xz +12) - 1dxdydz.
K
Rymdpolidra koordinater ger oss (kontrollera!)
2 sin® 6 2 sin 0 drd6d “var ["sinoa0 [ d
= r 7 7 = [ ridr =
] ijf sin sin ¢ /0 /0 sin /0 ¢

RS 7 2 87R®
27‘[?/0 (1—cos”6)sinfdf = TR

Egenarbete

Forstar du harledningen, sa att du kan forklara den fér ndgon annan?
Testa med en kamrat. Los sedan 8.22 och studera 16sningen i boken.



