Forelasning 14

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Lite blandade utvidgningar
Kapitel 9.2,7.4,7.6,8.1

1) Om kurvintegraler som inte beror av vigen
2) Generaliserade integraler
3) Trippelintegraler och volymsberdkningar

Efter dagens férelasning maste du kunna

- vad som krévs for att en kurvintegral inte ska bero av vagen

- berdkna generaliserade dubbelintegraler

- forstd hur man gar frén dubbelintegraler till trippelintegraler och
vad de senare kan anvéndas till

Om kurvintegraler som inte beror av vagen

Vi borjar med att repetera vad vi vet. I den later vi w = Pdx + Qdy
vara en allméan differentialform och infér ocksé beteckningen

_,0Q 0P
dw = (ﬁ - @)dxdy.

Da far Greens formel den symmetriska formen

/ w:/dw.
oD D

- en exakt differentialform w &r en for vilken det finns en (primitiv)
funktion F sadan att w = dF

- Om w ar exakt géller att f7 w = F(p1) — F(pp) om vy &r en kurva
som gar fran py till p;.

- Om w &r exakt och 1 och 7, ér tva olika vdgar mellan samma punk-

ter sa galler att
/ w=[| w
m 72

- Om integralen dr oberoende av vdgen &r den exakt.
- For en allmén differentialform géller enligt Greens formel att

/hw:/anrgdw.

déar D ar det omrade som har den positivt orienterade randen dD =

Y1 — 72
- w ségs vara sluten om dw = 0.
- varje exakt differentialform ar sluten

Foljer ur detta att om w é&r sluten, sa &r den ocksa exakt?
Exempel Differentialformen

_ xdx +ydy
242

dr sluten utanfor origo eftersom

88_ —2xy _87P
x (@1 oy

Fran tidigare vet vi ocksa att den &r exakt.
Exempel Betrakta differentialformen

w— —ydx + xdy.
x2 +y?

Vi ser da att den &r sluten utanfoér origo eftersom

0Q  y*—x? oP

o (R Y

Men om vi integrerar runt t.ex. enhetscirkeln far vi

M = / (—ydx + xdy) = 2 arean av enhetscirkeln = 27t.
v XY g
Om vi dérfor integrerar fran t.ex. (1,0) till (—1,0) lings évre halvcir-
keln och langs undre halvcirkeln sé far vi olika resultat (skillanden ar
7). Sé trots att differentialformen &r sluten (utanfor origo) ar den inte
exakt dar!

Foregaende exempel visar pa att en sluten differentialform maste inte
vara exakt. I det hér fallet beror det pa att omradet den &r definierad
i har ett “hal” (origo) och nér vi snurrar runt origo far vi ett annat
varde dn om vi inte gor det. Om vi kopplar ihop allt vi ldrt oss ser vi
att
/’ —ydx + xdy _ OomO¢& D
oD x2+y2 " \27romo0 eD

Differentialformen beskriver (vasentligen) magnetfiltet runt en oand-
ligt lang stromforande ledare (vinkelrdt mot planet genom origo) och
ar det yttersta skalet till varfor en elmotor fungerar!
Mycket av diskussionen ovan blir lite klarare om vi istéllet tittar i
poléra koordinater. Vi har att
x=rcos® = dx=drcosf—rsinfdf
och
y=rsinf = dy=drsinf+ rcos6df.
Det betyder att —ydx + xdy =
2 ((sin @ cos 8 — cos Osin 8)dr + (cos? 0 + sin? 0)d0) = r2de.

En konsekvens av detta ges i ndsta exempel:

Exempel Vilken area innesluts av cardoiden r(0) = 1 + cos 6? Enligt
ovan kan denna berdknas som

1+ cos(26) 3n

L 0246 = - 7" (14 2c0s0 )
5/0 (1+ cos9) _5/0 (1+2cosf+ > )do = —.

Magnetféltet blir nu enkelt:

—ydx +xdy o
22

¥
och da ser vi varfor det fungerar som det gor: om vi inte gér runt
origo tar vinklarna ut varandra, om vi gar runt origo ett varv dndras
vinkeln 27t.

Exempel Vi vill hitta en primitiv funktion till

w:*y(x*y)derx(xfy)dy: x—y —ydx+xdy
(2 +2)3/2) VRt E 2t

Att titta i poldra koordinater verkar dé vara en god idé:
w = (cos @ —sin0)do,
for vilken vi har den primitiva funktionen (i poldra koordinater!)
F(r,0) = sinf 4 cosf = v/2sin(6 + %)

Vad hinder om vi integrerar w langs en halvstrale frén origo? Vad ar
integralen av en kurva som startar i (1,0) och slutar p4 linjen y = x?



Egenstudier

Det var som sagt repetition, sd har finns inga instuderingsuppgifter.

Generaliserade integraler (7.4)

Hittills nér vi integrerat har badde omrédet D och integranden f(x,y)
varit begransade. Vi ska nu sldppa pa det kravet och definiera genera-
liserade integraler genom att gora gransovergéngar.

Antag att D ar obegréansat och f (mojligen) obegransad nira nigra
punkter pa randen. Antag att f(x,y) > 0i D. Tag da en svit D; C
Dy C D3 C ... av delmédngder sddana att

1. alla Dy &r begransade
2. f ar begréansad ialla Dy

3. sviten vaxer mot D, d.v.s. Dy — Ddak — oo

Vi sdger da att integralen [[}, f(x,y)dxdy dr konvergent om gransvar-
det

k—o0

I = lim fjf(x,y)dxdy
Dy

existerar (dndligt) och integralen &r da lika med I.

Anmirkning Om viinte kraver att f > 0i D kan vardet bero pé vilken
svit av delmangder vi valjer! Man infor darfor begreppet absolutkon-
vergent for funktioner som inte &r icke-negativa.

Exempel For att berdkna integralen
_dxdy
_jj (x2+j2)2’ D=
infor vi poldra koordinater och far (E = {(r,0); r > 1, 0 < 0 < 27})
rdrd() dr
= ff / BT

Exempel For att berdkna integralen

_ dxdy
1= =

(vars integrand &r obegrédnsad pa linjen y = x) gor vi upprepad integ-

ration:
= A

Exempel For att berdkna integralen

00
I=/ e dx

trots att vi inte kan hitta en primitiv funktion (i elementéra funktioner)
till integranden. Tricket &r foljande:

?= (/Oo e”‘zdx)(/oo e’yzdy) = fj eV dx.
—o0 —o0 R

I poldra koordinater blir dubbelintegralen

{(x,y); P +y* > 1}

D={(xyiy=>x 0<x<1}

)dx = /1[2\/y —x]kdx = =

oo R
271/ re " dr = .
0

Det foljer att [ = /7.

Jamforelsesatser galler som i endimen: 14s sjélva i boken!

Egenarbete
Studera forst 7.30 och 16s sedan 7.31.

Trippelintegraler (7.6)

innebér egentligen inget nytt. Utom att upprepad integration kan go-
ras pa tva satt:

1. en enkelintegral forst och sedan en dubbelintegral
2. en dubbelintegral forst, darefter en enkelintegral.

Ilustreras bast med exempel.

Exempel For att berdkna trippelintegralen
I= ffj xy?23 dxdydz
K

dér K &r enhetskuben kan vi (t.ex.) forst integrera i z-led:

ff xy/ 23dz)dxdy = ff xyzidxdy.
0<x,y<1 0<x,y<1

Sedan raknar vi ut dubbelintegralen som tidigare och far att I = 1/24.

Exempel Vi vill berdkna integralen

I= jffzdxdydz, K={(xy,z2); x2+y2+22 <4,z>0}.
K

Vi kan resonera pa tva olika sétt:

1. Om vi vill integrera langs z-led forst, ska vi gora det for varje
punkt (x,y) som det finns ndgot i z-led att integrera 6ver, alltsd
de som uppfyller x? + 32 < 4. Méngden av sddana kallar vi D
och far da

1= ff / iy zdz dxdy %{)j — (x® + 7)) dxdy.

Denna dr sedan upplagd for polédra koordinater och vi far att
2
I=2m / (4 — r¥)rdr = 4.
Jo

2. Alternativet ar att vi for varje 0 < z < 2 integrerar 6ver den
skiva som &r skdrningen mellan kroppen och motsvarande hori-
sontella plan. Skdrningen(s projektion pa xy-planet) blir

DZ:x2+y2+22§4 = x2+y2§4—zz.

Vi ser att arean av D, ar m(v4 —z2)? = m(4 — z%) vilket vi ut-
nyttjar i rakningen (i detta fall!!!)

I= /Ozz(gzj dxdy)dz = /02 nz(4 — z%)dz = 4.

Det ar viktigt att notera att ibland fungerar bara ena alternativet rent
praktiskt (dvs vi klarar att utfora integrationerna)!

Exempel Foregaende exempel kan ocksa berdknas pa ett tredje satt:
variabelbyte. Detta fungerar som for dubbelintegraler att man maste
beridkna en funktionaldeterminant. I det hidr exemplet vill vi anvanda
rymdpolara koordinater, och for dem &r funktionalmatrisen

d(x,y,2) sinfcos¢ rcosfcosp —rsinfsing
11(,7?: sinfsing rcosfsing rsinfcosd | = rsiné
o9 cos @ —rsin® 0

(absolutbelopp behovs inte eftersom sin@ > 0 for aktuella 6). Omra-
det i foregdende exempel blir i polédra koordinater

E={(r0,¢);0<r<20<0< g 0<¢<2m}



och integralen dérfor

. r*, sin?6. 7
I= jEffrcoserz sin 0drdodg = ZH[Z]%[ 5 1§ =4m

Volymsberdkningar innebiar egentligen inget annat &n att vi integrerar
funktionen ett:
Volymen av K = fff dxdydz.
K

Praktiskt kan det dock innebara ndgra svarigheter som handlar om att
visualisera omradet sa att man kan identifiera hur man ska genomfora
integrationen. Lis sjdlva kapitel 8.1 sa ser vi pa exempel ndsta gang.

Egenarbete

Los 7.43 och studera dess 16sning. Los sedan 7.42 och 7.44. Fundera
pé om du kan 16sa dem béde genom att forst rdkna ut en enkelintegral
och forst rdkna ut en dubbelintegral.




