Forelasning 13

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Greens formel och variabelbyten i inte-
graler
Kapitel 9.2 och 7.3

1) Greens formel
2) Variabelbyten i dubbelintegraler

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- Greens formel for att berdkna kurvintegraler
- Gora variabelbyten i dubbelintegraler

Greens formel (9.2)

Greens formel &r en formel som forbinder en kurvintegral 6ver ran-
den till ett begransat omrdde med integralen av en “derivata” av den
6ver omradet. Den 4r en naturlig motsvarighet till insdttningsformeln

@=[ foa

iendim.

Exempel Betrakta en axelparallell rektangel R = {(x,y); a < x <
b, ¢ <y < d}. Vikan d& berdkna en kurvintegral éver denna, genom-
16pt i positiv riktning som summan av fyra integraler:

/ Pdx + Qdy = / de+/ Qdy+/ de+/ Qdy =

/:(p( ¢) = P(x,d dx+/

Men fran analysens huvudsats vet vi att

- Q(a,y))dy

‘ba

()~ P(c) = [ ey, Qb — Q) = [ Bn i,

vilket ger att
] oP
e P+ Qs = [ (G2 ) = 5 tx .

Galler denna formeln mer generellt? Vi provar med trianglar.

Exempel L&t T = {(x,y); 0 <x <1, 0 <y < x}. Da giller att

Hfdxd //ay Jix = [ (P(xx) ~ P(x,0))d,
H dxd—/(‘/yl

Det foljer att

HH—*W xdy

%—gdx)dy = ‘/Ol(Q(l,y) — Qv y))dy.

=~ [ (Pl xix+ Quwiy + [ QL ydyt

/01 P(x,0)dx = /aT P(x,y)dx + Q(x,y)dy

Ett enkelt approximationsforfarande (se beviset nedan) leder nu till
att vi har relationen ovan for godtyckliga omraden. Vi behover bara
en inledande diskussion om orientering av randen till ett omrade.

Vi sdger att ett omrade D i planet ar reguljart om dess rand 9D har
en tangent i alla punkter utom &ndligt manga horn (ev. noll). Vi sédger
da att 9D &r positivt orienterad om “vi har omradet D till vanster om
0ss ndr vi ror oss langs randen”.

Sats (Greens formel) Om (P, Q) har kontinuerliga derivator i ett omride
som innehdller omrddet D som i sin tur har en reguljir rand. Med positiv
orientering av randen oD giiller dd att

o Pt Qs =[G = 5 i

Bevis. Ettillustrativt bevis som bygger pa exemplen &r att triangulera
omradet. Lamnas till foreldsningen att diskutera. O

Exempel Vi ska berdkna
I= /(1 + xy)dx — x2dy
v

dér y ar randen till den del av enhetscirkelskivan som ligger i forsta
kvadranten (positivt orienterad).

Eftersom y = 9D déar D &r kvartscirkeln ifraga, sd kan vi anvianda
Greens formel och far att I &r lika med

ViaZ
ff((—Zx) —x)dxdy = -3 ff xdxdy = -3 /Ol(x /0 ' dy)dx = —1.
D D ' '

For att anvanda Greens formel maste véar kurva gar runt ett omrade,
annars far vi fixa till det.

Exempel Vivill berdkna I = fy(l + xy)dx — x?dy dér «y &r den del av
enhetscirkeln som gér fran (1,0) till (0,1) i forsta kvadranten. En al-
ternativ integrationsvdg mellan dessa punkter &r att ga langs axlarna
(se figur).

Vi ser dé att 9D = 7y — 91 — 72 och far darfor enligt Greens formel
(med w = (1 + xy)dx — x2dy) att

0Q dP
I—/w /w — — —)dxdy = —1
T 72 jj ox ay) Y

(enligt foregdende exempel), sd I = [ 0+ [, dx = —1 (tank efter
varfor!). Det foljer att [ = —2.

Exempel En ofta anvdndbar konsekvens av Greens formel ar att

1 s
- —ydx + xdy) = arean av omradet D.
3 /aD( Y V)

Egenarbete

Bekanta dig med Greens formel genom att losa 9.7, och studera 16s-
ningen. Rékna sedan 9.8 sjélv. Darefter gor du 9.13, och da maste du
fundera pa detta kring att omradet ska ha en sluten rand. Hur ska du
hantera det?



Variabelbyten i dubbelintegraler (7.3)

Variabelbyten i enkelintegraler har formen

bf(X)dx = ﬁf(x(t))x' t)dt
J I

In vilater I vara intervallet med dndpunkter a, b och | intervallet med
andpunkter «, 8 sa blir denna

/f dx—/f (£)|dt.

(varfor absolutbelopp?). Motsvarande operation i tva variabler blir
formeln

J FC iy = [T st w0, 0)| 2 o
D E ’

dér nu derivatan ar ersatt av funktionaldeterminanten for variabelby-
tet. Att forsta att sa ar fallet kraver att vi borjar med att konstatera att
en liten rektangel med sidor dx och dy med den linjdra avbildningen
som ges av avbildningens funktionalmatris avbildas pa ett parallel-

logram som har arean \

d(u v) |dudv Sedan summerar vi bara allting!

(Jamfor med Riemannsummor.)

Exempel Berdkna

I= £f xzydxdy diar D = {(x,y);x2 +y2 <1,y>0,x<0}.

Omradet beskrivs enkelt i poldra koordinater som

E={(r0);0<r<1, = <6<},

N\::

och darfor borde integralen vara latt att rakna ut i poldra koordinater.
Vi har tidigare sett att for poldra koordinater géller att funktional-
determinanten ar r, dvs

dxdy = rdrdf.
Stoppar vi in detta i integralen far vi

1 T 1
I= ff(rcos 0)%sin 0 rdrdf = (/ r4dr)(/ cos? 0sinfdf) = —.
D 0 z 15

Exempel Viska berikna I = [[,, x? dxdy dér D éar “ellipsringen” D =
{(ny)l <2 +4y> < 4}

Eftersom ellipserna kan skrivas x + (2y)? = C &r det rimligt att
ndstan anvanda poldra koordinater:

x =rcosf x =rcosf
-
2y = rsinf yz%rsin()
D svarar dd mot omrddet E = {(r,0); 1 <r <2,0< 6 < 2n}.En
kort rakning visar att
dxdy = %drd@
och vi stoppar in i integralen:

_ 2% g = L /2 2 /2” 2040y = 7
I—fEf(rcos()) ZdrdG— 2( T dr)( | cos 6do) = 5

Exempel Vi ska berdkna integralen

H 1+ . +y T+ -y

dédr D dr kvadraten med horn i (£1,0) och (0, £1).

Ritar vi upp figur ser vi att kvadraten begriansas av linjerna x +y =
+1 och x —y = £1, varfor det ar naturligt att gora variabelbytet

{u—x+y - {x—%(u+v)

v=x-y y=3(u—0)

D& kommer D att svaramot E = {(4,v); -1 <u <1, -1 <v <1}
och en kort rakning visar att

dxdy = %dudv.

Inséttning i integralen och vi far

u? 1 1,71, 1 do 127«
I_Ljil—kvzidudv_i(/,lu du)(/7171+02)—§§5—g

Egenarbete

Rékna forst 7.21 (variabelbytet ska vara uppenbart!), darefter 7.23
(glom inte rita upp omradet) och slutligen 7.24. Nu bor du har klam
pa hur variabelbyten i dubbelintegraler fungerar.



