Forelasning 10

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Differentialkalky! fér vektorvarda funktio-
ner
Kapitel 6.1-6.4

1) Funktionalmatrisen
2) Funktionaldeterminanten och dess betydelse
3) Implicita funktionssatsen

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- berdkna en funktionalmatris och i forekommande fall funktionalde-
terminanten

- formulera inversa funktionssatsen och (i enklaste fallet) implicita
funktionssatsen

- utféra implicit derivering pa en nivakurva

Funktionalmatrisen

Vi har redan gjort detta: om f : R" — R" sa ar f differentierbar i a
om vi kan skriva

fla+h)— f(a) = A(a, h)h

dér A(a, h) dr kontinuerlig i & = 0. Differentialen &r (den linjéra) av-
bildningen df (a)[h] = A(a,0)h och matrisen A(a,0) (vilken typ har
den?) betecknas f’(a) och kallas funktionens funktionalmatris.

Vektorvarda funktioner av en variabel (6.1)
Lat I vara ett intervall i R. En funktion r : I — R kan tolkas som en

parametrisering av en kurva i R™.

Exempel Funktionen r(t) = (cosht,sinht), t € R parametriserar
den hogra skiankeln av hyperbeln x2 — y? = 1. For att berdkna diffe-
rentialen skriver vi

F(E+R) — () = ( Dy

cosh(t + h) — cosh(t) sinh(t + h) — sinh(
h ! h

varifran vi ser att
#'(t) = (sinht, cosh t).
Detta fall har diskuterats i endim-kursen.

Egenarbete

Rékna 6.3 som mycket dr en repetition av endim.

Ytor pa parameterform (6.2)

En funktion  : R? 3 D — R kan uppfattas som en parametrisering
av en yta. I detta fall blir funktionalmatrisen en 2 x 3-matris som nésta
exempel illustrerar.

Exempel Att parametrisera enhetscirkeln med (rymd-)poldra koordi-
nater svara mot funktionen

r(6,¢) = (sinf cos ¢, sinfsin¢g,cosh), 0 <0 < 7, 0 < ¢ < 27.

For fixt ¢ far vi longituderna och tangenten till en sddan (svarande
mot latituden 6) far tangenten

75(6,¢) = (cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, — sin 0),
medan vi for fixt 6 far latituderna, med tangenter

r;(ﬂ,cp) = (—sin6 cos ¢,sin b cos ¢, 0).

I'en given punkt spanner dessa vektorer upp tangentplanet till enhets-
faren. Det betyder ockséa att

ra(6,9) X 74(6,9)
blir en normalvektor till tangentplanet.

Detta generaliseras till allménna ytor med den reservationen att om
de tva tangentvektorerna i en punkt blir parallella kan de inte spanna
upp ett tangentplan. I sd fall har ytan inget tangentplan i den punkten.

Egenarbete
Los 6.6.

Allméant (6.3 s189-197)

Funktionalmatrisen blir nu av typen m X n, ddr varje komponent av
funktionen ar en egen rad, nimligen gradienten av denna.

Exempel Funktionen f(x,y) = (xy + x,y?) far funktionalmatrisen
2xy+1 %2
0 2y)°
Funktionen f(r,0) = (rcos 6, rsin ) far funktionalmatrisen
cosf) —rsinf
sinf rcosf )’

Funktionen f(r,6,¢) = (rsinf cos¢,rsinfsin¢,rcosf) far funktio-
nalmatrisen

sinfcos¢ rcosfcosp —rsinfsing
sinfsin¢g rcosfsing rsinfcos¢ |.
cos —rsinf 0
Definitionen pa funktionalmatris var att df(a)[h] = f'(a)h (matris-

multiplikation), vilket betyder att kedjregeln for funktionalmatriser-
na far formen

(fog)(a) = f'(8(a)g'(a),

dvs samma som i endim, med den skillnaden att det nu handlar om
matrismultiplikationer!

Egenarbete

Bekanta dig med funktionalmatrisen genom att rakna 6.9, 6.11.

Funktionaldeterminant (6.3 s197-200)

For en funktion f : R” — R" blir funktionalmatrisen f’(a) en kvadra-
tisk matris, och har d& en determinant det f'(a). Determinanter &r
kopplade till areor och volymer och liknande saker i hogre dimen-
sioner (Repetera hur!).

Exempel Betrakta funktionen f(r,0) = (rcosf,rsinf) fran ovan.
Dess funktionaldeterminant blir (rdkna ut!)

=r.

det f'(a) = d‘fl{ig—)

Detta betyder att den linjira avbildningen f'(a) avbildar ett omrade
i (r,0) planet med arean ett pa ett omrade i (x,y)-planet med arean r.
Det i sin tur betyder att for vildigt smd omraden med arean A avbildar
f detta pd ett omrdde som har arean rA. I form av sma rektanglar:
dxdy = rdrd6. Tank igenom!



Exempel For funktionen f(r,0,¢) = (rsin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos 6)
ger en rakning att funktionaldeterminanten blir 72 sin §. Med tolkning-
en ovan betyder det att ett jittelitet omréde i (r,6, ¢)-rummet med
volym drdfd¢ avbildas pa ett omrade som har jatteliten volym

dxdydz = r* sin 0drdode.

Anmirkning Nar vi sedan (ldngre fram) definierar integraler genom
att vi summerar lampligt viktade volymselement dxdydz sa ger den-
na observation oss ett sitt att gora variabelbyten i (flerdimensionella)
integraler. Tank 6ver vilken den endimensionella motsvarigheten ar!

Egenarbete

Bekanta dig med funktionaldeterminanten genom att rakna 6.17.

Implicita funktionssatsen (6.4)

Om vi raknar med differentierbarhet istéllet for derivator skiljer sig
endim fran flerdim sig knappast at utom det att vi maste involvera
matrismultiplikation i flerdim. Bevisen for lagar om differentialen blir
desamma. P4 ett undantag nar: vi har inte diskuterat en motsvarighet
till derivation av en invers funktion. Om f dr en (reellvérd) funktion
och ¢ = f~! dess invers, s& minns vi att (om f’(a) # 0)

Motsvarande giller i flerdim om vi tolkar division med f’(a) som att
vi ska ta inversen av funktionalmatrisen f’(a). Notera att for att det
ska finnas en invers funktion i flerdim maste f : R* — R” (vdrde-
mangd och definitionsmangd maste ligga i samma R"). Funktional-
matrisen blir darfor kvadratisk, och for att inversen ska finnas maste
dess determinant vara noll. Inversa funktionssatsen sdger nu att detta
ocksa dr tillrackligt:

Sats (Inversa funktionssatsen) Om funktionen f : R" — IR" har kontinu-
erliga derivator i en omgivning av a och det f'(a) # 0, sd har funktionen f
i ndgon omgivning av a en kontinuerligt deriverbar invers f~1. Funktional-
matrisen i punkten b = f(a) blir f'(a)~1.

Anmiirkning Om vi skriver y = f(x) sd har vidy = f’(x)dx och allts&
dx = f'(f~'(y))~'dy, s formeln &r sjalvklar. Att inversen finns och
blir differentierbar dr det som behover bevisas!

En viktig konsekvens av denna sats ar

Sats (Implicita funktionssatsen) Lit F(x,y) vara en reellvird funktion av
tvd variabler med kontinuerliga derivator. Lit (a,b) vara en punkt pd ni-
vikurvan F(x,y) = C och antag att Fj(a,b) # 0. Dd finns en kontinuer-
ligt deriverbar funktion f sddan att nivikurvan kan skrivas y = f(x) i en
omgivning av (a, b).

(For beviset anvander man inversa funktionssatsen pa funktionen
(x,y) = (x,F(x,y)) - tink igenom!)

Exempel LatF(x,y) = x* 4+ y* ochsitt C = 1. Da géller att F (x,y) =
2y och detta dr # 0 dd y # 0. I varje punkt (2,b) siddan att b # 0 kan
vi darfor 16sa ut y som funktion av x: om b > 0 tar vi f(x) = V1 — x?
ochom b < 0 tar vi f(x) = —v/1 — x2. Notera att i punkterna (+1,0)
har kurvan en lodrat tangent!

Exempel For att visa att ekvationen y° + xy — 4 = 0 definierar y som
funktion av x nédra punkten P = (3,1), ska vi allts& derivera véns-
terledet m.a.p. y : 5y* +x = 8 # 0da x = 3,y = 1. Det foljer att
néra P kan kurvan skrivas y = f(x) fér ndgon funktion f. Hur funk-
tionen f ser ut far vi inte reda pa, men vi kan bestdimma dess deri-
vata genom s.k. implicit derivering: eftersom f(x)° + xf(x) —4 =0
géller att 5f(x)*f'(x) + xf'(x) + f(x) = 0, fran vilket vi kan 16sa ut
f'(x) = —f(x)/(5f(x)* + x). I punkten P blir detta f'(3) = —1/8. Vi
kan alltsa berdkna derivatan i punkten P, men ingen annan punkt!

Anmirkning Implicita funktionssatsen kan generaliseras en hel del -
se boken.

Egenarbete

Sdtt dig in i implicita funktionssatsen genom att rakna 6.22.



