Forelasning 8

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Mer om optimering
1) Optimering pa icke-kompakta omraden
2) Optimering med bivillkor for funktioner av tre variabler

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- optimera pé icke-kompakta omraden
- kénna till hur Lagranges metod fungerar

Optimering pa icke-kompakta omraden (5.3 s165-
170)

Att 16sa sddana problem innebér att vi kombinerar optimering pa
kompakta mangder med gransvardesanalyser av funktioner.

Exempel Avgor om funktionen f(x,y) = (x + 2y)e*"2*y2 har nagot
storsta eller minsta vérde (nar (x,y) € R?).

Vi ser hér att exponentialfunktionen garanterar att funktionen gar
mot noll da vi later punkten “gér mot odndligheten”, oavsett hur vi
gor detta. Idén ar darfor att

1. Hitta ett stort R sddant att vi &r utanfor cirkelskivan med medel-
punkt i origo och radien R sa &r funktionen garanterat liten till
sitt absolutbelopp

2. Optimera funktionen i det kompakta omradet x2 + y*> < R2.

Dock ska vi, av skil som snart framgar, gora det i omvand ordning.
Forst bestimmer vi alla stationdra punkter (och ev. punkter dar
funktionen inte &r differentierbar):

P A (x+ 2y)e*x2*y2(72x) =0 2x(x+2y) =1
20V 4 (x4 2y)e XV (=2) =0 2y(x +2y) =2

Dividerar vi ekvationerna med varandra ser vi att y = 2x och stoppar
vi in det i den forsta finner vi de stationdra punkterna +(1,2)/ V/10.
Motsvarande funktionsvirden ar +5/+v/10e.

Om vi nu kan hitta ett R sddant att om vi tar en punkt utanfor
cirkeln med medelpunkt i origo och radien R, sa kommer f till sitt
absolutbelopp vara mindre &n 5/+/10¢, s& har vi hittat det storsta och
minsta vardet av funktionen.

For att se vad som hénder ldngt borta dr det bekvamt att anvanda
sig av poldra koordinater. Vi har

|f(rcos,rsinf)| = |rc059—i—2rsin9\e”2 < 3re .

Men ndr r — oo géller att detta gar mot noll. Om vi darfor véljer R

sd att om r > R sa giller att 3re” < 1075 (for att nu ta i rejalt!) sa
vet vi att funktionen har sitt storsta och minsta vérde i cirkelskivan
K2 +y? <R

Vi ar fardiga med detta (varfor behover vi inte undersoka randen?).

Anmirkning Det 16nar sig inte i alla uppgifter, men man ska dgna na-
gon tanke at att titta pa problemet i ndgot annat lampligt koordinat-
system, i det hér fallet poldra koordinater. Vi har da

f(r,0) = (cos@ + 2sin 9)76"2.

Differentialens invarians siger ju att df 4r samma sak om vi raknar i
x,y eller 7,0, sa de stationdra punkterna ges av

% = 1—2r2)e‘r2(c050+251n9) =0,
% = e—rz(fsin9+2c059) =0

Den forsta har 1osningen r = 1/+/2 och den andra de vinklar som
uppfyller att tan 8 = 2. De punkter som har denna vinkel har formen

£(1,2) och kombinerar vi det med att vi bestdimt radien (rita figur!) s&
ser vi att vi far precis samma resultat som ovan.

Enda problemet med poldra koordinater hér &r att vi maste under-
soka origo separat (varfor?). Men vi har £(0,0) = 0, sa det dndrar
ingenting.

Undersokningen “i odndligheten” dr nu mer direkt, men samma.

Exempel Bestim ev. storsta och minsta virde av f(x,y) = x2e™ ¥ i
omradet {(x,y); x >0, 0 <y <2}

Hir kan vi ta ut kompakta delmédngder genom att skdra av med
linjen x = a. Angdende stationdra punkter ser vi att den partiella de-
rivatan m.a.p y kan bara vara noll pd randen x = 0, s det finns inga
inre stationira punkter. P4 positiva x-axeln &r funktionen x2¢~* som
endast har stationdr punktix = 2 (varfor inte x = 0?), vilken man ser
ar ett lokalt max. Vérdet i den punkten ar 4e~2. P4 randenbiten dér
x = 0 4r funktionen 0 och pa randbiten dédr y = 2 &r den en faktor
e~ 2 54 stor (allts& mindre) #n vad den dr pa x-axeln. Nér x = a dr den
a?e% Y — 0 da a — oo, varfor vi ser att fyax = 4¢~2 och fyim = 0.

Naér vi tittar igenom denna 16sning ser vi att vi har ett enklare reso-
nemang. Pa en linje x = a4, 0 < y < 2, varierar véardet mellan a2e=7
och a?e~"~2. Det storsta vardet i omradet fas darfor nar a2e™ &r som
storst, vilket analysen ovan visade var 4¢~2. Det minsta vérdet dr up-
penbarligen noll, da a = 0; alla andra vérden &r positiva!l

Egenarbete

Los 5.31. Glom inte att rita upp funktionens definitionsomrade!

Optimering med bivillkor av funktioner med tre
variabler (5.4 s176-180)

Exempel Bestam storsta virdet av f(x,y,z) = x +y*> +z pa en-
hetssfaren x% 4 y? 4+ 22 = 1.

Vi borjar med att konstater att enhetsfiren dar en kompakt mangd
och f en kontinuerlig funktion, sa ett storsta varde finns.

Analogt till tva-variabelfallet har vi vara lokala extrempunkter i de
punkter p dér tangentplanen sammanfaller. Men om de sammanfal-
ler maste tangentplanen sammanfalla och alltsé differentialerna vara
proportionella (Lagranges metod):

df (p) = Adg(p),

dér g(x,y,z) = x2 +y* 4+ z2 — 1. Detta kan ocksa uttryckas som att
(normalerna ska vara proportionella)

grad f(p) = A grad g(p).

I det hér fallet kan vi inte uttrycka det i form av en determinant, sa vi
far skriva upp ekvationssystemet:

1=A2x, 2y = A2y, 1 = A2z, X2+ 2+ 22 = 1.

Forsta och tredje ekvationen visar att z = x och den andra att da
maste y = O eller A = 1. Med y = 0 ger insdttning i bivillkoret de
tva punkterna :I:(%,O, %) Fallet A = 1 gerattx = z = 1/2 och

bivillkoret sedan att y = i%. Funktionsvérdena for de forsta tva ar

++/2 och de sista tva 3/2. Det senare blir dirfor svaret.
Notera att grad g # (0,0,0) pa enhetssfaren.

Anmiirkning Just det hédr problemet kan 16sas med tva-variabel tek-
nik. Om vi stoppar in y? = 1 — x? — 22 i funktionsuttrycket far vi en
funktion g(x,z) = x + 1 — x% — 22 + z som ska optimeras pa omradet
x2 422 < 1 (det kraver lite tankearbete!!). Om vi sedan gar over till
poldra koordinater far vi en funktion

g(rcosf,rsinf) =14 r(cos@ +sinf) — 12 =



1+r\f25in(0+%)7r2=f(rfa)2+1+a2,Ogrgl,

dér a = sin(0 + F)/+/2. Storsta vardet av detta ar nar r = a och ar da
lika med 1 + a2, och det storsta virde det kan anta dr nira = 1/v/2,
vilket ger svaret 3/2.

Exempel Mellan vilka virden varierar z pa kurvan
{x2 + yz +22=1

. (Tankt forst ut vad det ar for sorts kurva!)
x+2y+2z=0

Vi ska bestimma vardeméngden for funktionen f(x,y,z) = z un-
der bivillkoren g;(x,y,z) = x>+ y>+22—1 = 0 och g (x,y,2z) =
x+2y+2z=0.

I en lokal extrempunkt géller att tangenten till kurvan ligger i tan-
gentplanet till f i den punkten. Men tangenten till kurvan &r vinkelrat
mot bade grad ¢; och grad g»; vektorprodukten av dessa ger riktning-
en pa tangenten. Men det foljer att villkoret for en lokal extrempunkt
dr att gradienterna av f, g1, g» dr linjart beroende. Vi vet fran linjér al-
gebran att det i sin tur betyder att determinanten av dessa &r noll. I
vart fall far vi

0 0 1
2x 2y 2z|=4x-2y=0 & y=2x.
1 2 2

Stoppar vi in detta i bivillkoren far vi ekvationerna 5x2 +z2 = 1, 5x +
2z = 0, och ur detta kan vi l6sa ut punkterna :tg (2,4,-5). z kom-
mer darfor att variera i [— é, ?]

Egenarbete

L6s 5.42. Losningarna ger en metod — kan du hitta en annan som 6ver-
for problemet pa en optimering 6ver ett kompakt omrade? Los den pa
det sdttet ocksa. Vilket sétt dr enklast? Los sedan 5.45.




