Forelasning 4
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Anders Kallén

Innehall: Den geometriska tolkningen av differenti-
alen
Kapitel 4.4

1) Rikiningsderivator
2) Differential och gradient

Efter dagens féreldsning maste du kunna

- berdkna riktningsderivator i olika riktningar av funktioner
- den geometriska betydelsen och anvandbarheten av gradienten

Riktningsderivator (4.1 s99-102)

Geometrisk dskadning kraver laga dimensioner, sa vi kommer att fora
diskussionen hédr med funktioner av tva variabler. Dock é&r allt gene-
raliserbart, om vi bara anvéander rétt terminologi.

I endim:en blev uttrycket df (a)[v] = f'(a)v, vilket approximerar
andringen i f nar vi gar fran a till a + v. Mer precist dr det hur mycket
tangenten &ndras i y-led da. P4 samma sétt blir df(a)[v] nér f &r en
funktion av flera variabler en approximation av hur mycket vi dndrar
f nér vi gér frén a till a + v. Om strdckan vi gér dr ett (dvs [v] = 1) s&
betyder detta [utningen i riktningen v. Mer precist mater den lutningen
av tangentplanet i riktningen .

Vi kan dédrfor kalla uttrycket df (a)[v] for rikiningsderivatan av f i
punkten a i riktningen v om v har lingden ett. Den betecknas ofta f ()

Exempel Vi ska berékna riktningsderivatan i riktningen (—1,1) av
funktionen f(x,y) = e punkten (0,1). For det berdknar vi forst
en riktningsvektor av langden 1: e = (—1,1)/+/2 och sedan differen-
tialen av funktionen:

df (x,y) = 2e Y (xdx + ydy) = df(0,1) = 2edy.

Riktningsderivatan fas nu som

4 = ei—e
£10,1) =2 5= V2.

Detta ar den fundamentala geometriska betydelsen av differentialen,
och utgor bas fér den kommande diskussionen.

Egenarbete
Gor uppgift 4.18 sd att du rdknat ut en riktningsderivata.

Differential och gradient (4.4)

For en funktion av tva variabler har vi att
_9of of
af = axdx—}— aydy.
Det betyder att for vektorn v = (v, vp) giller att

df(a)[v] = %(a)vl + %(u)vz =grad f(a) - v,

dér vi infort beteckningen

() f
grad f(a) = (51 (@), 5 (@),
vilket 4r en vektor som kallas gradienten av f i punkten a. Ligg marke

till att det ar en vektor i planet (inte rummet).

Anmirkning En ofta anvand, alternativ, beteckning for gradienten av

far V.

Vi har nu att (med |v| = 1)

fi(a,b) = grad f(a) - v = |grad f(a)|cos
dar 6 ar mellanliggande vinkel. Direkta konsekvenser

- Den maximala lutningen pa ytan i punkten a &r |grad f(a)|
- Riktningen f6r denna maximal lutning &r den av grad f(a).

Exempel Paul klittrari ett berg som beskrivs av funktionen f(x, y) =
5 — x2 — 2y%. Han befinner sig i punkten (—3, —1) pa kartan och vill
klattra i den riktning i vilken stigningen &r maximal. Vilken riktning
véljer han d&?

For att se det berdknar vi forst differentialen:

df(x,y) = —2xdx — 4ydy,

vilket betyder att gradienten i punkten p = (x,y) ges av

grad f(p) = (—2x, —4y) och speciellt alltsa for punkten (—3, —1) av
vektorn grad f(—3,—1) = (3,4). Detta ar darfor den riktning Paul
ska vilja, och den maximala stigningen ges av

|gradf(—%,—1)\ =32 4+42 =5

En annan och mycket niarbesldktad observation handlar om nivakur-
vor. Om vi har en parameterframstéllning av en nivdkurva som r(t) =
(x(t),y(t)), t € [a,b], s& géller att f(r(t)) = C, ddr C &r nivan, for alla
t. Om vi deriverar m.a.p. t far vi ekvationen df(r(t))[r'(t)] = 0, vil-
ket betyder att riktningsderivatan i tangentens riktning alltid ar noll.
Oversatt till vektorsprak betyder detta att gradf (r(t)) - () = 0, vil-
ket betyder att gradienten gradf(r(t)) alltid 4r vinkelrdt mot nivakur-
van.

Exempel Paul uppmiter i en viss rikining en stigning (i punkten déar
han stér) pa 5%. Sedan véander han sig 90° moturs och uppmater en
stigning pa 12%. Hur ska han nu vianda sig for att titta i den riktning
dar stigningen dr maximal?

I ett lampligt koordinatsystem har han berdknat gradienten till
(5,12), s han ska rotera ¥ — arctan 12 ~ 22.6° radianer medurs for
att titta i riktningen av maximal stigning. Dér ar stigningen 13%.

Exempel Vi ska bestimma ekvationen for tangenten i punkten (1,5)
till kurvan y? = x? + 4x3 4 20. Denna kan skrivas som nivakurva till
funktionen f(x,y) = y* — x? — 4x® vid nivan —20. Vi berdknar forst
differentialen:

df (x,y) = 2ydy — 2xdx — 12x%dx = —2(x + 6x%)dx — 2ydy =

df(1,5) = —14dx + 10dy.

Vi fér nu tangenten i punkten (1,5) genom att sitta df lika med noll
och samtidigt ersitta dx med x — 1 och dy med y — 5:

—14(x—1)+10(y—5)=0 < 7x—5y=18.

Detta illustreras i nedanstdende figur, dar Af(x,y) = f(x,y) — f(p)
sa att den nivarkurva som gar genom p har nivan noll. Tangenten i
punkten p far ekvationen df(p) = 0, fast i koordinatsystemet dx =
x — p1, dy = y — pa (se exemplet). Normalvektorn, alltsa gradienten,
ar vinkelrdt mot tangenten.



grad f(p)

Egenarbete

Se till att du vet vad en gradient dr genom att gora 4.16. Dess egenska-
per illustreras av 4.22 och 4.34.

Att f6lja gradienten for att hitta ett lokalt maximum

Paul fran exemplet ovan vill kldttra dnda upp till toppen. Som den
klattrare han &r vill han hela tiden klattra i den rikining som det ar
brantast. Han ska dé hela tiden kléttra i gradientens riktning, vilket
betyder att den védg han kldttrar ska skédra nivakurvorna vinkelrétt.
Detta illustreras i figuren nedan.

O

Om vi later r(t) = (x(¢),y(t)), 0 < t < 1 beskriva den vdg han ror
sig, sa ska alltsd tangenten till denna, #'(t), ha samma riktning som
grad f(r(t)), dvs

r(t) = A(t) grad f(r(t)),

ddr A(t) > 0. Om vi tar A(t) = 1, sd betyder det att for att bestimma
végen ska vi l9sa foljande system av differentialekvationer:

()= L), y)),

~

of

! = L

v = 5, x0yH).
Ibland gar det att l6sa detta genom att dividera ekvationerna med
varandra som nésta exempel visar

Exempel Vi vill bestimma hela den vag var bergskléttrare ovan ska
folja pa kartan for att komma till toppen om han hela tiden viljer
den vég som gar s& brant upp som mgjligt. Vi hade att gradf(x,y) =
(—2x, —4y) och dividerar vi ekvationerna med varandra far vi att

y'() _ —4y(t)
) —2x() oy T x()

Detta kan vi integrera till

=

Inly(t)] =2In|x(t)| +C

dér C bestims av att han startade i punkten (—3/2,—1) s§ att C =
In|—1|—2In| — 3| = In §. Vi ser darfor (ténk efter varfor minusteck-
net ska vara dar!) att

(1) = —g (02,

Det foljer att kurvan blir

(och det dr den som ér ritad i figuren ovan).

Denna idé kan anviandas ndr man vill numeriskt bestimma lokala
extrempunkter for komplicerade funktioner som inte kan analyseras
som vi gor i den har kursen. Men man bestimmer da inte hela végen,
utan en approximation av védgen i form av en polygonkurva: vélj en
startpunkt, ga en bit i riktningen av gradienten s langt att du kommit
uppfor. Stanna déar och rékna ut gradienten i den punkten. Ga i den
riktningen, igen inte ldngre dn att du sakert gar uppfor. Osv. Detta ar
latt att programmera (ofta far man anvanda numeriska approximatio-
ner av derivatorna, men det fungerar &nda). Metoden kallas “steepest
ascent”-metoden och fungerar bra dér det dr brant, men blir langsam
ndr man narmar sig ett lokalt maximum och ytan plana ut.



