Om att rita 2D funktioner

Introduktion

Nar man ska analysera funktioner av flera variabler, har man nor-
malt inte hjélp av visuella bilder, som i fallet med funktioner av en
variabel, ddr man kan rita grafen av funktionen. Ett undantag &r
funktioner av tva variabler, och for att forstd rakningarna i den fler-
dimensionella analysen har man ofta stor hjilp av att ha undersokt
funktioner av just tva variabler grafiskt.

Detta ar vad detta kapitel ska handlar om: olika s&tt som vi grafiskt
kan dskéddliggora funktioner av tva variabler och om vad vi kan ldsa
av i dessa figurer. Motsvarigheten till grafen av en funktion av en
variabel, som dr en kurva i ett plan, blir en yta i rummet. Ndrmare
bestdmt en funktionsyta, vilket dr en yta for vilken det bara finns ett
z-varde till varje par (x,y).

Den stora skillnaden mellan analys i en och flera variabler &r att i
den endimensionella analysen finns det bara en dimension att rora
sig i, vilket betyder framat eller bakat. I flerdim finns det ménga fler
riktningar, vilket ger mycket storre frihet for en yta pa hur den kan
se ut ndra en punkt.

Men alla ytor &r inte funktionsytor. T.ex. dr enhetssfaren inte en
funktionsyta. Vi avslutar darfor med att kort se hur man kan beskriva
ytor pa alternativa sitt. Detta kan ske bade som en ekvation pa
formen f(x,y,z) = 0 eller med hjélp av s k. parametriseringar.
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Funktionsytor

En funktion av de tva variablerna x och y dr en regel, kalla den
f, som specificerar viardet pa funktionen for just dessa vdrden x
och y. Viardet skriver vi f(x,y). Geometriskt kan dessa par x och y
representeras av punkter i xy-planet, sa en funktion av tva variabler
kan betraktas som en funktion av punkter i ett plan. Lat f vara en
sddan funktion, definierad i ett omrade () i xy-planet.

Motsvarigheten till att skissera grafen y = f(x) av en funktion av
en variabel blir da att skissera ytan z = f(x,y). Att gora det &r
emellertid i allmdnhet mycket svarare dn vad det &r for en funktion
av en variabel — man ska ju skissera en tvadimensionell méngd, som
lever i tre dimensioner, pa ett papper, som &r tvd-dimensionellt.

Med hjélp av datorgrafik ar det
emellertid ofta majligt att f4 en
ndgorlunda uppfattning om en
funktionsytas utseende. Man ska-
par da forst ett rutnit i defini-
tionsomradet () i planet, vilket
man sedan deformerar till en yta.

Figuren till hoger dr en sadan
funktionsyta. Den definieras av
ekvationen

z = x> — 3xy”.

Rutnétet pa ytan har uppkommit
genom att man indelat rektangeln

{(xy); x| <2, |y| <15}

i xy-planeti 20 x 20 likadana rektanglar och sedan raknat ut funktio-
nens varde i punkterna pa detta rutnit. Genom att sedan rita dessa
punkter i rummet och férbinda dem med linjer fdr man en ndgor-
lunda bild av hur ytan ser ut. Dock skulle man gédrna vilja kunna se
den ur olika vinklar, vilket ofta kan dstadkommas i olika ritprogram
pa dator.

Ett annat sétt att fa en uppfattning om hur en funktionsyta ser ut
gar ut pd att man ritar s.k. nivdkurvor. En nivakurva horande till
nivan ¢ pa en funktionsyta &r alla punkter (x, y) (i xy-planet!) som ar
sddana att funktionen antar just véardet c i dessa punkter. Nivakurvan
definieras alltsa av ekvationen f(x,y) = c. Vilken dock inte alltid
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maste ge en riktig kurva, ibland kan det bli en punkt och ibland ett
helt omrade.

Genom att rita ut dessa nivakurvor for olika hojder (helst med kon-
stant hojdskillnad for att f& maximal nytta av dem) far man ett
antal kurvor i xy-planet som beskriver ytan pa samma sétt som en
topografisk karta beskriver topografin i ett naturomrade. Man kal-
lar dérfor definitionsomradet () i planet for funktionsytans karta.
Figuren med nivakurvor kallas en nivikurvegraf.

f Exempel 1.1 Betrakta funktionen
f(x,y) =25—-2x2 —3y* dar 2x*+3y* < 25.
Dess karta &r omradet Q = {(x,y); 2x2 + 3y? < 25}, vars rand,

som ges av ekvationen 2x? + 3y? = 25, ar en ellips.

Till vanster i figuren nedan har vi en nivakurvegraf av ytan.
Nivakurvorna, vilka definieras genom ekvationen

25-22-32=c & 22+32=25-—¢

da 0 < ¢ < 25, dr alla ellipser. Till hoger i figuren nedan har vi
en datorritad bild av ytan i vilken vi ocksa méarkt ut de kurvor
pé ytan som definierar just nivakurvorna i figuren till vinster.

&
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Latt marke till att alla nivakurvor gér runt en punkt, ndmligen
origo. Origo &r nivakurva till hdjden z = 25 (som darfor ar ett
exempel pa nédr en nivdkurva inte dr en kurva utan endast ar
en punkt). Som vi ser i den hogra figuren beror det pa att origo

ar ett entydigt (lokalt) maximum for funktionen.
L J

Den formella definitionen av ett lokalt maximum &r som i endim:
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Definition 1

Funktionen f av tva variabler har ett lokalt maximum i punkten
(a,b) om det finns en omgivning till punkten sadan att

flxy) < fla,b)

da (x,y) ligger i denna omgivning. P4 motsvarande sétt defi-
nieras ett lokalt minimum.

Lokala maxima och minima kallas med ett gemensamt namn for
lokala extrempunkter. Vi sdger ocksa att funktionen har ett lokalt
extremvérde i en sddan punkt.

En lokal extrempunkt kan normalt identifieras i en nivakurvegraf till
en funktion i det att den utgor centrum for enklam, slutna, kurvor
som ligger i varandra. Vi tar ett lite mer komplicerat exempel.

~
Exempel 1.2 Till vanster i figuren nedan &r en datorritad niva-
kurvegraf for funktionen

2_ 2

flry) = (x* +3y2)el ™V

Vi ser tre punkter som forefaller vara centrum for just enkla
slutna kurvor, ndmligen punkterna (0, —1), (0,1) och (0,0).
Av de numeriska vdrdena pa nivaerna att doma &r (0,0) ett
lokalt minimum och de andra tva lokala maxima. Att s& ar
fallet framgar tydligt for de senare och antyds for origo i den
tredimensionella figuren till hoger.
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I nivdkurvegrafen i detta exempel ser vi ocksa tva ytterligare punkter
som ser lite speciella ur, nimligen punkterna (1,0) och (—1,0). Vi
ska nu se vad som é&r speciellt med dem.

Exempel 1.3 Betrakta funktionen

flxy)=x*—y?

néra origo. Nivakurvegraf och funktionsyta for denna é&r ritad
nedan. Istéllet for hojdnoteringar anvédnder vi en varmeskala,
dér fargen talar om hur varmt det &r i olika punkter, och tem-
peratur svarar mot hojd i tidigare figurer. Eftersom boken &r
tryckt i svartvitt har dessa farger dock blivit graskalor. Vi be-
haller dock nivdkurvorna, eftersom de ger lite mer detaljerad
information dn enbart fargerna.

\==—1 ¢

)

Betrakta nu funktionsytan lings de tva koordinataxlarna i kar-

tan. P4 x-axeln har vi f(x,0) = x?, som har ett lokalt minimum i

origo, medan vi pa y-axeln har f(0,y) = —y?, som har ett lokalt
maximum i origo. Om vi istéllet gar langs kurvorna y = £x
befinner vi oss pd hojden noll hela tiden.

Vi ser att ytan har vissa likheter med en ridsadel: man sitter i
riktning av x-axeln, med benen hingande ut i den vinkelrita
riktningen.

Ytan kallas dérfor en sadelyta och &r viktig i den kommande

diskussionen.
L J

Punkterna (1,0) och (—1,0) i exempel 1.2 &r punkter i vars omedel-
bara omgivning ytan ser ungefir ut som en sadelyta. Sddana punkter
kallas sadelpunkter. I en sadan punkt skar en nivakurva sig sjdlv en
gang, sd att den ndrmaste omgivningen delas in i fyra sektorer, dar
ytan i tvd av dem gar uppét och i tvd av dem gar nedat.



6 (290) Om att rita 2D funktioner

Det finns andra sorters sadelytor
dn den som vi just diskuterat.
Ytan pa sidan 2 dr av den typen.
Den kallas en apsadel, darfor att
det inte bara finns plats for be-
nen pa sidorna, men ocksa for en
svans baktill.

Till hoger har vi ytterligare en
sorts sadelyta, en hundsadel, i vil-
ken det finns plats for fyra “hang-
ande” ben. Den ges av ekvatio-
nen

z= 4x3y - 4xy3.

Det finns ytterligare, liknande, sadelpunkter som man far genom
att i hogerledet ta polynom av x och y som dr homogena, d.v.s. har
samma gradtal i alla termerl?.

Kurvor och tangentplan

Betrakt nu landskapet frdn exempel 1.2 igen och antag att man har
lagt ut en joggingbana i terrdngen. Pa kartan ser den ut som den
ellipsformade kurvan i den vénstra delen av figuren nedan.

I verkligheten dr den en kurva i rummet, som hela tiden ligger pa
ytan ifrdga. Rymdkurvan, alltsa sjilva joggingbanan, antyds i den
hogra figuren.

Hur ser man fran nivdkurvegrafen var joggingbanan ligger som
hogst? En stunds eftertanke visar att det maste vara i en punkt dar
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joggingkurvan tangerar en nivakurva; om den ndmligen skér den
transversellt kan man alltid komma lite hogre. Genom att f6lja banan
pé kartan, och jamfora med nivakurvorna, far man en ganska bra
bild av topografin for joggingkurvan.

Genom en (inre) punkt pa en
funktionsyta gér uppenbarligen
manga olika kurvor. Varje C! kur-
va genom punkten har en tangent
dér. Denna i sin tur definierar en
rdt linje i rummet som &r tangent
till ytan i punkten.

Olika C! kurvor definierar i all-
ménhet olika tangentlinjer, och
tillsammans utgor dessa linjer ett
plan i rummet. Detta plan kallas
tangentplanet till ytan i punkten.
Per definition gar tangentplanet genom origo, men man brukar pa-
rallellforflytta det till punkten pé ytan.

Det som lokala extrempunkter och sadelpunkter har gemensamt ar
att tangentplanet i en sddan punkt &dr horisontellt. Nér vi letar lokala
extrempunkter ska vi darfor leta efter punkter dar tangentplanen ar
just horizontella, vilket vi, liksom i endimen, kan gora med hjilp av
derivator. En sddan punkt kallas en stationér punkt, och i flerdim kan
en yta nédra en stationdr punkt se ut pé ett antal olika sétt, eftersom
vi har méanga riktningar att réra oss i.

Rotationsytor som dr funktionsgrafer

Vi ska hir diskutera en speciellt sorts ytor, vilka uppkommer genom
att vi roterar grafen av en funktion av en variabel ett varv runt en
axel. Den yta som kurvan sveper over kallas en rotationsyta.

Mer precist, betrakta forst grafen z = f(x) av en funktion av en
variabel, definierad for x > 0. Notera att vi ritar den i xz-planet. Om
vi roterar grafen runt z-axeln kommer vi att generera en funktionsyta
vars nivakurvor ér cirklar x* + y? = r2. Motsvarande hojd ar da f(r),
s& vi kan ocksé skriva ytan pa formen

!

Nésta exempel exemplifierar detta.
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Exempel 1.4 I figuren nedan har vi till vanster ritat grafen till
funktionen f(x) = x2e/2 f51 0 < x < 4. Ndr vi roterar den
runt den vertikala axeln uppkommer rotationsytan som é&r ritad
till hoger, med den ursprungliga grafen z = f(x) inritad.

06
05F 2= f()
04

0.3

Ekvationen for ytan ges enligt diskussionen ovan av
7= (xz + 12 —(x24y2) /2 2 2
= y e , x“+y- <16

Det betyder att om vi ska skissera ytan sd ska vi anvdnda att
hogerledet &r en funktion av r = \/x? + y2, ndmligen f(r) =

r2e="/2, Da vet vi att ytan har uppkommit genom att vi roterat
en lamplig del av dess graf runt den vertikala axeln. I det har
fallet 0 < r < 4.

7

Vi avslutar med ett exempel pa resonemanget i den andra delen av
exemplet ovan.

Exempel 1.5 Vi ska beskriva omrddet som definieras av

V22 <z<1—x%—12

Enligt diskussionen ovan far vi det omrddet genom att vi roterar
omradet
r<z<1—1? r>0

i rz-planet runt z-axeln, vilket illustreras i figuren nedan. Vi ser
en figur som paminner lite om en glasstrut med glass i.
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Nagra andra rotationsytor

Alla rotationsytor kan inte beskrivas som funktionsytor. Vi kan ta
ménga olika kurvor i hogra halvan av rz-planet och rotera dem runt
z-axeln for att fa ytor som har z-axeln som rotationsaxel. Ett valkant
exempel ar en sfar som man far genom att rotera en halvcirkel.

Enhetssfaren bestar av alla punkter i rummet som ligger péd avstandet
ett ifran origo. Enligt Pytagoras sats innebar det att vi kan beskriva
den som alla (x,y,z) som uppfyller ekvationen

Py +2-1=0.

Det &r ytans beskrivning pa ekvationsform.

Men det &r inte enda séttet att beskriva den pa. Vi kan ocksa para-
metrisera den.

En parametrisering av enhetscirkeln ar
den som vi anvénder for att ange punk-
ter pd jordklotet. For att beskriva den,
lat oss forst lagga z-axeln som rotations-
axel. Den skar da sfaren i tvd punkter,
nordpolen och sydpolen. En meridian &r
en cirkel pé sfaren som gér igenom bada
polerna, medan ekvatorn dr den cirkel
som ligger i det plan som ligger mitt
emellan polerna och vinkelrédtt mot ro-
tationsaxeln; vi kallar det ekvatorialpla-
net. Om vi rdknar hojd langs rotations-
axeln, sa har vi ocksa nivakurvor som skir meridianerna vinkelritt,
latituderna.

For att ange en punkt P pa sfaren ska vi darfor ange vilken meridian
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och vilken nivédkurva den ligger pa. For att beskriva dessa kurvor
kan man anvédnda vinklar. T.ex. kan nivdkurvan, latituden, beskrivas
med hjélp av vinkeln 6 mellan vektor OP och ekvatorialplanet. Vad
gdller meridianen maste vi dock gé ett steg ldngre: en meridian skar
en nivakurva i tva punkter, sa vi infor longituderna, som &r halv-
cirklar frdn nord- till sydpolen. Da blir varje punkt (utom polerna)
entydigt bestdmd av vilken longitud och latitud som de ligger pa.
For att bestimma en vinkel som beskriver longituderna maste vi
forst definiera var den dr noll (vilket 4r Greenwich-meridianen pa
jordklotet) och hur den ska roteras (vilket vi tar som moturs, sett
fran nordpolen). Vinkeln ¢ definieras sa att den &dr noll i riktning av
positiva x-axeln.

Om vi anvédnder dessa vinklar for att ange en punkt (x,y,z) pa
sfaren, s ser vi att z = sinf. Projektionen av punkten péa ekva-
torialplanet ger oss en punkt som ligger pa avstandet cosf fran
sfarens medelpunkt, och dess exakta ldge bestims av vinkeln ¢ ge-
nom (x,y) = cos 6(cos ¢, sin ¢). Det betyder att vi kan beskriva alla
punkter pa sfaren genom funktionen

(0, ¢) = (cos b cos ¢, cosfsin¢,sinb),
dir -2 <0< Z0< ¢ <2m.

Néstan alla punkter beskrivs da av precis ett par (6, ¢), ett undantag
dr Greenwich-meridianen dar vi kan ta bade ¢ = 0 och ¢ = 27.
Och vad giller nord- och sydpolen kan vi ta vilket ¢ vi vill — de
punkterna bestims entydigt av att § = 71/2 respektive § = —7/2.

Vi har alltsa tva ytterligare metoder att definiera ytor i rummet, féru-
tom funktionsytor. Dels pa ekvationsform, d.v.s. som de trippletter
(x,y,z) som l6ser en funktion f(x,y,z) = 0, dels pa parameterform,
vilket betyder att vi definierar en funktion ¢: K — R® dér K &r en
delmangd av R2. Vi ska inte hir ndrmare diskutera villkor pa funk-
tionerna f respektive i for att detta ska bli vettiga ytor (det kommer
senare), utan nojer oss med att ta ett ytterligare exempel.

Exempel 1.6 Betrakta cirkeln med radien a vars medelpunkt
ligger pé r-axeln pa avstandet b fran origo, ddr vi antar att b > a.
Om vi roterar den cirkeln runt z-axeln, vilken figur far vi da?
(Gissningsvis inser du att det blir ndgot som liknar en badring.)
Vi ska hirleda bdde en ekvation och en parametrisering for den
ytan.
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Ekvationen for cirkeln i rz-planet ges av (r — b)? + z2 = a?. Nar
vi har roterat sa betyder det att en punkt (x,y,z) ligger pa ytan
om och endast om

(\/x2+y2 —b)2+ 22 —a* =0.

Detta blir darfor ett satt att beskriva ytan pa ekvationsform.

For att ange en parametrisering infor vi tva vinklar. Den ena, 0,
anges i figuren nedan:

y ¥4

&

Den andra, ¢, 4r samma vinkel som vi anvédnde i xy-planet
for enhetssfaren. Med dessa val har vi att z = asinf och r =
b + acos 0. Det foljer att

(x,y) = (b+acos@)(cos¢,sing),
och ddrmed att en parametrisering av ytan ges av funktionen
P(0,¢) = ((b+acos)cos, (b+ acosb)sing,asinh),

men den hdr gangen ska vi ldta bada vinklarna ga hela varvet:
0 < 6,¢ < 2m. Den sd uppkomna ytan kallas en torus.




12 (290) Om att rita 2D funktioner

Vad giller dé for kurvor i rummet? Hur kan vi beskriva dem? Ett
sdtt dr naturligtvis att parametrisera dem, d.v.s. ange en funktion
¢ : [a,b] — R® vars virdeméngd utgors av kurvan. Men kurvor kan

ocksa uppkomma som skérning mellan tva ytor, sasom illustreras i
figuren nedan.
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Den beskriver skdrningen mellan en cylinder och en sfar. Mer precist,
skarningen mellan sfiren x? + y2 + z2 = 4 och cylindern som definie-

ras av ekvationen 1% (x —1)? + y? = 1. Den roda kurvan definieras
dérfor av ekvationssystemet

(x—1)2+y*>=1.

Denna kurva, som kallas Viviani’s kurva, kan ocksa beskrivas av
parametriseringen

t
c(t) = (1 + cost,sint,2sin §>' —27 <t <2m,

vilket ldimnas &t ldsaren att visa.

Rymdpolira koordinater

Naér vi andé har diskuterat parametriseringen av enhetssfaren ovan
ar det naturligt att ocksd kommentera de s.k. rymdpolédra koordina-

terna. Dessa dr motsvarigheten till de poldra koordinat i planet som
vi redan anvant oss av flera ganger:

(x,y) =r(cosp,sing), r=>0,0<¢<2m
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Som bekant har vi inte entydighet hédr. T.ex. kan vi vélja vilket ¢
vi vill till » = 0 for att fa origo (0,0) och ¢ = 0 och ¢ = 27 ger
samma resultat. Det viktiga dr att punkten beskrivs som r gdnger en
riktningsvektor, och att vi genomloper alla riktningar ut fran origo.

Anmirkning Det kan vara vart att pAminna om att om vi iden-
tifierar planet med det komplexa talplanet sa identifierar vi
(x,y) med z = x + iy och de polédra koordinaterna skrivs

z=re? dir €9 = cos¢+ising.

Rymdpolara koordinater har samma grundform som de plana poldra
koordinaterna:

(x,y,z) =re,

dér e beskriver riktningarna ut fran origo, vilket dr detsamma som att
beskriva punkterna pé enhetscirkeln. Inom matematiken brukar man
emellertid dndra valet av vinklar lite och inte anvédnda latitud och
longitud. Mer pecist anvander man longitud, men istéllet for latitud
anvédnder man vinkeln mot positiva z-axeln. Om vi later den vinkeln
vara 6, s blir alltsa 0’ = /2 — 6 den vinkel som mater latituden.
For 0 géller da att & = 0 svarar mot nordpolen pa enhetscirkeln,
medan 6 = 71 svarar mot sydpolen.

Med dessa val av vinklar som parametrisering av enhetssfdren ges
de rymdpoldra koordinaterna av

(x,y,2) = r(sin @ cos ¢, sin f sin ¢, cos 9),

dair0 <6 <, 0 < ¢ <2m. Aven nu galler att for origo kan vi
ta vilka vinklar vi vill och att vissa punkter kan anges med flera
val pa vinklar. Trots det &r dessa koordinater mycket anvandbara
i praktiken. Det yttersta skalet till det &dr att mycket i varlden ar
atminstone approximativt rotationssymmetriskt.






