Forelasning 3

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Differentierbarhet och tangentplan
Kapitel 4.1-4.3, 4.5, 4.8 (s 138-140)

1) Differentierbarhet

2) Berdkning av partiella derivator genom differential
3) Tangentplan

4) Feluppskattningar

Efter dagens forelasning maste du kunna

- berdkna differentialen av en funktion och plocka ut de partiella de-
rivatorna ur den

- de viktiga konsekvenserna av att en funktion ar differentierbarhet

- identifiera om en funktion &r differentierbar frén dess partiella de-
rivator (sats)

- rakna med kedjeregeln och bestimma tangentplan.

- forstd hur differentialen dyker upp nédr man gor feluppskattningar
vid analys av data frdn experiment.

Differentierbarhet (4.2, 4.5)

Definitionen av differentierbarhet 4r densamma som i endim:

Definition En funktion f ar differentierbar i punkten 2 om det finns
en funktion k(a, h) som dr kontinuerlig i # = 0 och sadan att

fla+h)— f(a) =k(a,h)h.

Skillnaden mot endim &r att hir dr & en vektor och funktionen k(a, )
en vektorvird funktion. Uttrycket k(a, h)h dr en matrismultiplikation
mellan en matris och en kolonnvektor.

Om f ér reellvérd blir k(a, h) en radvektor i hogerledet. Om inte,
blir k(a, h) en “hel matris”. Differentialen av f i punkten h dr uttrycket

df(a)[h] = k(a,0)h,

vilket alltsd &r pa formen Ah dér A dr en matris som beror pa a men
inte & (linjar algebra!).

Exempel Som exempel, tag f(x,y) = xy och visa att den é&r diffe-
rentierbar i (1,1). (Uppgift 4.38a med alternativ 16sning.) Vi har att
f(1,1)=1,sa

FOA+114K) = F,1) = (1+h)(1+K) =1 = h+k+hk = (1,1+}) (Z
Med beteckningarna har vi alltsd k((1,1), (h,k)) = (1,1+h) — (1,1)
da (h,k) — (0,0). Det visar att f dr differentierbar i (1,1) med diffe-
rential

dF (1L, 1) [ K = (1,1) (Z) — itk

Det forsta vi gor dr att konstatera att om f(x) = x;, s blir
dx1

f(a+h) — f(a) = hy, och alltsé dx;[h] = h;. Om viinfordx = [ :
dx,
s kan vi darfor (precis som i endim) skriva

df(a) = Adx.

Exempel Nir vi har reellvidrda funktioner av tvd variabler, f(x,y) s

blir A en radvektor A = (A1, Az) och dx kolonnvektorn (dx och vi

dy
fér att differentialen blir ett uttryck pa formen

df = Aldx —+ Azdy

Problemet ar nu att forsta detta. Men vi ska gora det i tva steg: (1) lara
oss berdkna differentialen och (2) forsta vad den betyder geometriskt.
Lat oss bara kort konstatera att rakneregler for differentialen av en
summa eller produkt av funktioner géller som i endim. Kedjeregeln
géller ocksa, men den &r vérd en egen méssa! Daremot dr det krang-
ligare med invers funktion (varfor?). Notera ocksa att liksom i endim
s blir en differentierbar funktion av nodvandighet kontinuerlig (var-
for?).

Egenarbete

Bokens variant av definitionen av differentierbarhet (se 4.2) ar krang-
ligare dn den ovan, men ekvivalent med den. Jimfor de tva genom
att se pa 10sningen till 4.38a, som &r samma exempel som gjorts ovan.
Det viktiga ar dock inte att kunna definitionen utan att kunna rékna
med differentialer — vilket dr ndsta avsnitt.

Att berékna differentialen och partiella derivator

... blir ofta en rakning vi redan kunde gjort i endim:

Exempel Betrakta funktionen f(x,y) = (x? + 3}/2)6_("2 ) som &r
en funktion av tva variabler. Foljande rakning moéter inget hinder:

df(x,y) = d(x® 4+ 3y)e ) 4 (2 4 3yP)d (e )
= (2xdx + 6ydy — (x* + 3y?) (2xdx + 2ydy)e‘<x2+y2),
vilket vi kan sammanfatta som
df = e~ () (2x(1 — (22 + 3y2))dx + 2y (3 — (x2 + 3y2))dy).
Om vi haller y fixt, alltsd dy = 0, sa ser vi att df = A;dx, vilket precis

betyder att A; dr den partiella derivatan av f m.a.p. x. Motsvarande
for Aj. Fran exemplet ovan far vi darfor att

Exempel For funktionen f(x,y) = (x2 + 3]/2)8*("2*?2) giller att
%w =2x(1— (2 +3y?))e” ),

%(x,y) = 2y(3— (¥ +3y7))e ).

. En konsekvens av detta ir att en differentierbar funktion ar deriver-

bar (har partiella derivator). Att omvandningen inte géller har vi sett
(nér?). Men daremot har vi

Sats Om funktionen f:s partiella derivator ir kontinuerliga i en omgivning
av punkten a, si giller att f dr differentierbar i a.

Bevis. Bevisidén kommer tydligast fram i tvd dimensioner. Vi anvan-
der beteckningarna x = (x1,x2) och motsvarande for a och h. Vi har
da enligt medelvérdessatsen att

fla+h)—f(a) = flar +hy, a2 + ha) — f(ay,a2) =
flag +hy, a0 +ho) — f(an, a2 + hp) + f(a1, a0 + hy) — f(a1,a2) =
(02f (a1 + G1h1, a2 + hy), 02 f (a1, a2 4 ol ).

Hir ar “koefficienten” (radvektorn) framfor i en kontinuerlig funk-
tion av h i origo enligt férutsattningarna. Darmed ar f differentier-
bar. O

Egenarbete

Berédkna differentialerna i 4.39 och identifiera ocksé de partiella deri-
vatorna fran resultaten.



Kedjeregeln (4.3)

Kedjeregeln é&r sjalvklar ndr man rédknar med differentialer: om vi har
att h(t) = f(g(t)), s& ger differentialrdkning att forst dr

df(x) = 01 f(x)dx; + 02 f (x)dxz,

och stoppar viidetta in x; = g (), xp = g(t), s& fér vi att

dh(t) = 91f(g(t))dg(t) + 92f (8(t))dga(t),

fran vilket vi far att

W () = 91£(g())81(t) + 02£((£))8a ().

Exempel f(u,v) dr en differentierbar funktion och vi sétter u = x
och v = y/x. Uttryck de partiella derivatorna av den sammansatta
funktionen (m.a.p. x,y) i de m.a.p. u, v. Differentialrdkning ger

_Of g, O, of . Of Yy
af = thdu+ Bvdv_ aud’H avdx o
U gy U XAy —ydx _ f v of

af
ou w2 ou 22 9v 9

1
)dx+;au

Fran detta kan vi avlédsa de partiella derivatorna.

Exempel Vi vill bestimma alla 16sningar pé formen u(x,y) = f(xy)
till differentialekvationen

ou ou
anry@Jru—l, x>0,y>0.

For att uttrycka detta som en differentialekvation i f berdknar vi forst

du(x,y) = df (xy) = f'(xy)d(xy) = f'(xy)(ydx + xdy),

ur vilket vi far att ou/dx = yf'(xy), ou/dy = xf'(xy). Det ger oss
ekvationen

2xyf' (xy) + f(xy) = 1.

Sitter vi nu + = xy dr detta en vanlig differentialekvation 2¢f'(t) +
f(t) = 1, vilken vi loser med endim-teknik till f(t) = 1+ Ct~1/2. Det
foljer att

u(xy) =1+

gl
w.

Egenarbete

Gor forst 4.8, dér det viktiga &r att forsta vad kedjeregeln dr. Gor sedan
4.14 och avsluta med 4.10.

Differential och tangentplan (4.1, s97-99)

Vi péborjar nu en geometrisk forstaelse av differentialen. Vi koncen-
trerar oss fr.a. pa det tva-dimensionella fallet (av en reellvard funk-
tion) ddr vi kan visualisera vad som hiander. Dock har allt vi sager
generaliseringar till funktioner av ménga fler variabler.

Vi vet fran definitionen av differential att for sma h, k géller att

fla+hb+k)— f(ab)~df(ab)h,k|
vilket vi kan skriva om som
flx,y) = f(a,b) = df(a,b)[x —ay —b] = A1(x —a) + Ax(y — b),

dér A;jmna dr f:s partiella derivator i punkten (a,b). Det betyder att
ndra (a,b) kan vi approximera ytan z = f(x,y) med ytan dz =
df(a,b)[dx,dy] = Ajdx + Aady, dvs

z=f(a,b)+ Ai1(x —a)+ Ay(y — D).

Det senare &r ett plan, och svarar mot tangenten i en punkt pa grafen
till en funktion av en variabel. Vi kallar det dérfor for tangentplanet till
fi punkten (a,b).

Exempel Bestim tangentplanet till ytan z = x> + xy i punkten
(1,2,3).
Med f(x,y) = x* + xy ges tangentplanet till ytan z = f(x,y) i
punkten av z — 3 = df(1,2)[x — 1,y — 2]. Differentialen blir
df(x,y) = 2x +y)dx + xdy = df(1,2) = 4dx +dy =
af(1,2)[x—1Ly—2]=4(x—-1)+ (y — 2).
Tangetplantes ekvation blir alltsa

z-=3=4(x—-1)4+(y—-2) < 4x+y—z—-3=0.

Egenarbete

Gor 4.5 sa att du har berdknat ett tangentplan sjalv. Rédknar man med
differential sa &r det inte mycket att komma ihag! Gor ocksa 4.6.

Feluppskattningar (4.5)

Ett omréde dér differentialen ar naturlig &r i samband med felupp-
skattningar:

Exempel For funktionen f(x,y) = In|x? + xy| kan vi m.h.a. en mi-
nirdknare (el. dyl.) berdkna

£(2.01,1.03) — £(2,1) = In(2.01> +2.01 - 1.03) — In6 = 0.0102.. ..

Har vi ingen minirdknare till hands kan vi anvédnda differentialrak-
ning, eftersom

£(2.01,1.03) — £(2,1) ~ df(2,1)[0.01,0.03].

Vi berdknar dirfor differentialen:

_ (2x +y)dx 4 xdy 1
df(x,y)f—x2+xy = df(l,Z)f6(5dx—|—2dy) =
1 11
4f(2,1)[0.01,0.08] = 2(5-0.01+2-0.03) = = -0.01 = 0.0103.

Vi ser alltsa en valdigt god dverensstimmelse (vilket dr naturligt med
tanke pa hur sma dx och dy vi valde).

Exempel Om vi berdknar talet e” genom att anvanda narmevardena
e = 2.718 och 7w = 3.142 sa far vi att ™ ~ 23.142580. Fragan &r hur
manga av dessa decimaler som &r korrekta om vi vet att felet i e ar
mindre dn 0.0003 och felet i 7t &r mindre dn 0.00041. Nedanstdende
rakning ger inte ett 100% sékert exakt svar, men en god uppfattning
av det.

Infér funktionen f(x,y) = x¥ = ¢¥!"*. D4 giller att

df(x,y) =yx¥tdx + ¥ Inxdy =
df(2.718,3.142) = 26.752755 dx + 23.140181 dy.

Om vi hér sétter in dx = 0.0003 och dy = 0.00041 sa ser vi att
df(2.718,3.142) = 0.0175, s& felet kan vara s& stort som ungefdr 0.02.
Vi sammanfatter det som

e =23.14+£0.02.

Det korrekta vardet pa e™ med fyra decimaler ar 23.1407. Vi ser att
feluppskattningen é&r lite pessimistisk, vilket i sin tur beror pa att felet
indrmevardena for e och 7 bar &t olika hall: for e ar det en underskatt-
ning, for 7t &r det en 6verskattning.

Ofta ingér i ett problem data som innebér att rakning med differenti-
aler ar naturligt.



Exempel Vi vill berdkna rorelseenergin hos en gevirskula precis da
den lamnar mynningen. Ett forsok méter kulans fart till 540 m/s och
kulan har massan 13.2 g. Felmarginalen i fartméitningen ar 1% och
vagen som anvants har en felmarginal pa 0.05 g. Hur stor osdkerhet
ger dessa felmarginaler i resultatet?

For analysen - lds boken!

Egenarbete
Gor 4.40 och 4.41. Fundera speciellt kring den andra av dessa.

Att fundera pa till nasta gang

Exempel Den allmédnna gaslagen sédger att PV = nRT dér n, R ar
konstanter och du bor veta vad P, V, T ar. Visa att

dP 4V dT

v T =0




