Forelasning 2

Flerdimensionell analys (FMA430)
Anders Kallén

Innehall: Funktioner R” — R?, Gransvarden, kon-
tinuitet och nagot om partiella derivator

Kapitel 1, 2, 3.1-3.4, 4.1(s 93-97)

1) Grundldggande begrepp
2) Vektorvérda funktioner
3) Grinsvirden
4) Kontinuitet

5) Partiella derivator (inledning)

Efter dagens forelasning maste du kunna

- forstd vad vi menar med parametriseringar av kurvor och ytor

- kunna tolka vektorfalt som funktioner

definitionen av gransvarden och veta hur man kan berdkna dem

- definitionen av kontinuitet och veta att bara for att de partiella de-
rivatorna finns behover inte en funktion vara kontinuerlig

Nagra nya begrepp (1.1-1.2)

- En omgivning av en punkt dr innehallet i en cirkelskiva (intervall,
klot, etc) med punkten som medelpunkt.

- Eninre punktien méngd M &r en punkt sddan att det finns omgiv-
ning till den som ligger helti M

- En méngd &r 6ppen om alla punkter i den ar inre punkter.

- En méngd ar sluten om dess komplement &r 6ppet

- En punkt 4r en randpunkt till en mangd M om varje omgivning till
den innehaller bade punkter frdn M och fran dess komplement.

- En méngd dr kompakt om den &r bade sluten och begréansad.

Anmirkning En méngd &r sluten om alla randpunkter tillhor méang-
den och 6ppen om ingen punkt pa randen ligger i mangden

Exempel Vilka egenskaper har mangden {(x,y); 4x% +9y% < 1}?
Mingen {(x,y); 4x> +9y> > 1}? Ar mangden {(x,y); 1 < y < 2}
oppen eller sluten? (Vad géller for méngden av rationella tal?)

Vektorvarda funktioner (3.2)

Parametriseringar av kurvor
En funktion f : I — RP dér [ ar ett intervall och p > 2 kan uppfattas

som en parametrisering av en kurva. Dess vardemangd &r kurvan.

Exempel Ange tva olika parametriseringar for enhetscirkeln. Ange
ocksa en parametrisering for den hogra delen av hyperbeln x2 — 2 =
1.

Egenarbete

Detta gjorde vi i endimen, men det kan vara anledning att repetera.
Gor darfor 3.12.

Parametriseringar av ytor

En funktion f : O — R3 ddr Q C R? kan ibland uppfattas som en
parametrisering av en yta. Ytan ar virdemangden.

Exempel Ange en parametrisering av enhetssfiaren. (Tank jorden!)
Hur dndras parametriseringen om vi istéllet later radien vara R?

Ett annat exempel pa en sadan funktion ar bilden nedan:

Varje pixel (x,y) i bilden beskrivs av intensiteten (mellan 0 och 1) av
de tre fargerna rott, gront och blatt i den. Vi har alltsa en funktion

(x,y) = (Rott(x,y), Gront(x, y), Blatt(x,y)) € [0, 1]3

Varje komponent i hogerledet &r en reellvard funktion, men att rita
grafen for den ar inte sa informativt, som grafen av den roda kompo-
nenten nedan visar:
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Men de funktioner vi ska forsoka forstd ser inte ut sahér - de ska
vara differentierbara!

Egenarbete

Ga noga igenom 3.13. Téank efter precis hur ytan uppkommer.

Funktioner fran R"* — R"

kan uppfattas bade som koordinatbyten och som vektorfalt (alltsa en
vektor i varje punkt). Det forra behovs ibland for att fa ordning pa
sina formler, det senare dr mycket viktigt i fysiken. Ett exempel pa
det senare &r vindkartor typ den nedan for stormen Sven i borjan av
december 2013:
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Ett annat exempel dr det magnetiska féltet som har att gora med var-
for generatorer alstrar strom och elmotorer fungerar:
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Forsok att gissa funktionens analytiska utseende. (Ledning: kraftens
storlek &r omvént proportionell mot avstandet till origo.)

Gransvarden och kontinuitet (3.4)

Gransvarden

Definitionen av gransvirde dr densamma som i endim om vi tolkar
absolutbelopp som avstand:

Definition f(x) — A d4 x — a om det f6r varje € > 0 finns ett 6 > 0
sadant att

|f(x) — A| < eom (x € Dy och |x —a| < 4).

Att bevisa pastdenden om gransvérden blir darfor en fraga om upp-
skattningar! Ofta blir rakningarna ldttare genom att byta till polara
koordinater:

Exempel Vi ska berdkna lim(, ), () xy?/ (x* + y?). I poléra koordi-
nater:
6)(rsin6)?
OCOS)}}% = rcos fsin® 6.
Nar vi later r — 0 s gar detta mot 0. Vi gor darfor rakningen

s
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Det dr mycket som kravs for att ett gransvérde ska finnas:

Exempel For att berakna grénsvardet lim, ), (,0) Xy/ (x2 +?) in-
for vi ocksa poldra koordinater:

. in2
(rcos@)z(rsme) — cosfsing — S0 9‘
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Detta oavsett vad r ar! Olika vagar in mot origo ger alltsa olika virden,
varfor gransvéardet inte finns.

Men det blir 4nnu vérre:

Exempel For lim, (0,0 x%y/(x? +y)? ser vi att om vi nédrmar oss
origo langs en linje y = kx s blir gransvardet

TR S O SR
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men narmar vi oss langs parabeln y = kx? blir gransvardet

m o gk
x=0 (a2 4+kx2)2 T xo0 (14k)2 7

Vi maste alltsd hantera alla mojliga vagar in mot punkten, vilket ar
skalet till att poldra koordinater ofta ar bra; det blir da en gransover-
gang r — 0.

Anmiirkning Vi exemplifierar endast med reellvarda funktioner, men
definitionen av gransvérde och kontinuitet gar lika bra for vektorvar-
da funktioner (arbeta komponentvis).

Egenarbete

Gor 3.17abcd. Deluppgift a har en 16sning — studera den noga innan
du gor de andra tre. Gor ocksé 3.20 — &ven hér studerar du 16sning-
en till a noga innan du gor resten. Grénsvarden i oandligheten blir
viktiga langre fram!

Kontinuerliga funktioner
Definitionen av kontinuitet dr “densamma” som i endim:

lim £(x) = f(a).

X—a

Enda skillnaden &r att x = (xy,...,x,) etc. Funktioner uppkomna

ur elementdra funktioner blir automatiskt kontinuerliga (darfor att

sammanséttningen av tva kontinuerliga funktioner ar kontinuerlig).
Viktiga satser att kdnna till (motsvarigheter till endim-satser):

Sats Om f dr kontinuerlig och reellvird i den kompakta mingden D si
giiller att den antar bdde sitt storsta och minsta virde i D.

Problemet vi méste 16sa ar hur vi hittar dessa véarden.
Nésta sats svarar mot satsen om mellanliggande varden (bagvis
sammanhédngande betyder vad det later som).

Sats Ldt f vara kontinuerlig och reellvird pd ett bigvis sammanhingden
omride D. Om a,b € D, a # b, si antar f alla virden mellan f(a) och

f (D).

Denna sats foljer direkt ur motsvarande sats i endim (ror dig langs en
kurva fran a till b).

Egenarbete
Gor 3.22abc. Tank speciellt efter pé c!

Partiella derivator och kontinuitet

En partiell derivata erhalls genom att man later endast en variabel
variera. De 6vriga ar konstanter och man har da en derivata enligt
endim:



Exempel For funktionen

fx,y) = Py + xy? + sin(xy)

(for vilken de tre graferna y = f(x,0.75), y = f(x,1) ochy = f(x,1.5)
ar ritade nedan — du far inte bli forvirrade av att y anvands pa tva
olika sitt har)
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géller att
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Fi 3x“y +y~ + y cos(xy) och By = x° + 2xy + x cos(xy).

Har galler t.ex. att % (a,1) dr “den vanliga derivatan” av funktionen
x — f(x,1), alltsa rikiningskoefficienten for tangenten till grafen y =

f(x,1) i punkten (a, f(a,1)).

Anmirkning Det finns manga olika satta att skriva (t.ex.) den partiella
derivatan av f med avseende pa x. Nagra vanliga exempel &r
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I endim giller att deriverbar medfér kontinuerlig, men i flerdim gal-
ler inte att bara for att de partiella derivatorna finns sa ar funktionen
kontinuerlig. Ett enkelt motexempel ges av

Exempel Definiera

lomx=0ellery =0

flxy) —{

0 annars

Da giller att bdde df /dx och df /9y existerar och 4r noll i origo, men
funktionen &r inte kontinuerlig dér!

Varfor galler det da i endim, men inte i flerdim, att en deriverbar funk-
tion blir kontinuerlig? Darfor att det korrekta villkoret ar differentier-
barhet!

Detta bara rédkar vara samma sak som deriverbarhet i endim.

Egenarbete

Att berdkna partiella derivator ar precis lika svart som vanlig deriva-
tion. Ova genom att gora 4.1.




