Forelasning 12

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Nagra tillampningar
Kapitel 10.5
Efter dagens féreldsning maste du

- Fétt en god uppfattninga av diverse problem som man kan anvanda
teorin pa

Berakning av matrispotenser

Om en matris ar diagonaliserbar, sa ar det l4tt att berdkna potenser av
den. For att se detta, antag att T'AT =Ddar D = diag(dy, ..., dn).
Da giller att A = TDT~! och dérfor att

A? = (TDTY)(TDT™') = TD(T~'T)DT~! = TD?T!

och en snabb kontroll visar att D?> = diag(d?, . ..,d?2). Fortstter vi pa
samma sétt ser vi att

Ak = TDFT1,
fran vilket vi l4tt raknar ut AX.

Exempel Vi vill berikna A* for ett godtyckligt heltal k om

1 1
()
Denna dr symmetrisk och ddrmed diagonaliserbar. Sa vi ska diagona-
lisera den. For detta bestimmer vi forst det karakteristiska polynomet

CA=1 -1

» A’:/\(A—l)—l:()\—u)(/\—r,)

dar
(1+5).

N =

r+ =

Vi har alltsé tva olika egenvarden, vilket betyder att matrisen ar dia-
gonaliserbar. For att bestimma S maste vi rakna ut egenvektorerna.
For A = r4 ska vi dd 16sa systemet

()\—1)3{1—3{2:0
—x1+Axp, =0

Men om A &r ett egenvérde finns har endast en ekvation, sag x; = Axp,
vilket betyder att egenvektorerna dr v4+ = t(r4,1). Det betyder att

ry  T— 1 1 1 —r_
(1 1><:> v —7- (_1 7’+)

Vi kan nu rakna ut potenserna:

k
k kg1 [T+ T\ (r% O 1 1 —r-\
AT =TDT _<1 1)(0 r'i)r+fr_<71 v )

1 kel —ryr_(r —1F)
re—r- \ K=k g (KA )

Menr, —r_ =+/50ch —r r_ =1, s viser att
k+1 k+1 k k
Ak — 1 (ri™ —7rT ry —rZ _ [ fk+1 Ak
= ko Lk -1 _ k1] =, a ,
VB =t Ty re k k-1

! ((”f)k—(l‘f)k).

dir

ap =

S

Alla dessa tal maste vara heltal — varfor? De forsta talen ar (starta med
k=0)
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ...

en talfoljd som kallas Fibonacciserien (efter Leonardo di Pisa, som pé
1200-talet bl.a. inforde de arabiska decimalsystemet till Europa).

Nagra populationsmodeller

Exempel Antag att i en kaninfarm varje kaninhona foder en unge
av honkon varje ménad utom den forsta levnadsmanaden. Lt Fy be-
teckna antalet kaninhonor efter k manader. Vid farmens etablering
inforskaffades en nyfédd kaninhona och en hane. Bestim F; under
forutsittning att inga kaniner dor.

Eftersom antalet honor efter k manader &r lika med antalet mana-
den innan plus de nyfédda (som bestims av antalet tvd manader tidi-
gare), sé ser vi att F; ska uppfylla rekursionsekvationen

F=FKi1+Fk. Fk=0HkKR=1

Vi kan l6sa denna med matrisrakning genom foljande trick: skriv v, =
( i ).Déharvi att

Fq
_(Fe _ (Bt B _
Ukl = < K ) K = Av,

déar A dr matrisen i foregdende exempel. Men det betyder att

- F 1
O = Avk—l = szk—Z =...= Ak 101, U1 = <F(1)> = (0> .

Men i foregaende uppgift beriknade vi A¥, och med beteckningar dir-
ifran far vi att

()= s 22 )= )
Fa a1 ax2) \0 a1)
Vi ser alltsa att 16sningen F = a; ges av Fibonacciserien.

Samma idé som i detta exemplet kan anviandas till att beskriva s.k.
populationsmodeller. Det handlar har om att man delar in populatio-
nen i olika dlderklasser och beskriver hur djuren i varje dldersklass (1)
dor och (2) producerar avkomlingar. Sedan kan man analysera dessa
forutséttningar till att avgora vad som kommer att hinda med popu-
lationen med tiden. Vi illustrerar med tva exempel, ett artificiellt s&
att vi kan rakna igenom det, och ett som illustrerar att i verkligheten
raknar man helst inte med papper och penna.

Exempel Betrakta en djurpopulation och dela in den i tre alderklas-
ser:

1. nyfodd (0-1-dringar)
2. ungdomar (1-2-aringar)
3. vuxna (2-3-aringar)

Inget djur antas leva mer &n 3 ar. Halften av de nyfédda blir ungar
och av dessa nar 2/3 vuxenlivet. De nyfodda far 0.5 ungar per ar (ett
kanske inte helt realistiskt exempel), ungdomarna far 5 ungar per ar
och de vuxna 3 (alltsa per djur). Vi sammanfattar i foljande tabell:

aldersklass: 0-1 1-2 2-3
fertilitet: 0.5 5 3
overlevnad: % % 0




Lat nu uy = (xy, Yk, z) vara en vektor vars komponenter bestar av
antalet nyfodda (xy), antal ungdomar (yx) och antalet vuxna (zx) efter
k (rdknat frén nagon fix tidpunkt som vi dterkommer till). Villkoren
ovan ger da att

2
X1 = 0.5x, + 5y + 3z, Y1 = 0.5%,  Zg1 = 3Yk:

Pa matrisform blir detta att uy, 1 = Auy dar

I 5 3

— |1
A=} 0 0
0 %2 0

En saddan matris kallas en reproduktionsmatris och beskriver alltsa dy-
namiken i populationen: vad som héander vad géller reproduktion
fran &r till ar.

Det karakteristiska polynomet hér &r

pa(A) = A3 oA 1= (A=) +2)(A+1)

Lat oss forst se om vi kan dra nagra intressanta slutsatser utan att
verkligen berdkna motsvarande egenvektorer. Numrera egenvéardena
efter fallande storleksordning och lat v; vara egenvektorn till A;.
Antag nu att vi har en startpopulation uppdelad i dldersklasser
som beskrivs av 1. Eftersom egenvektorerna ér linjart oberoende kan
vi skriva ug = c1v1 + c2v2 + c3vs. Ett ar senare far vi da populationen

Aug = ¢1Avy 4 2 Avy + c3Avs = c1A01 + 02 Ap0p 4 c3A373,
och fortsdtter vi detta resonemang far vi att

A A
Akuo = cl)\’fvl + Cz)\’él]z + C3)L§U3 = Alf(clvl + Cz(ﬁ)k + Cg(f)k).

Men hir giller att (A;/A1)F — 0dak — oo fori = 2,3, sa vi ser att
ndr k ar stor galler

U = Akuo = A’l‘clvl = 2kc101.

Hir ser vi tvé saker: (1) populationen vixer som 2¥ och (2) aldersfor-
delningen efter lang tid ges av forhdllandet mellan komponenterna i
egenvektorn v1, som é&r (12,3,1) (vilket limnas som évning).

Vad exemplet visar ar att om vi kdnner fertilitet och morbiditet inom
varje aldersklass for en population, s& kan vi ocksd avgora hur den
kommer att tillvixa (eller kanske do ut) och vilken alderférdelning vi
far efter lang tid. Det vi behover ta reda pd &r det storsta egenvardet
och motsvarande egenvektor till reproduktionsmatrisen.

Exempel For en grésdlspopulation géller foljande data

Alder: 0 1 2 3 4 5 5+
fertilitet: 0 0 0 0 0.08 028 042
overlevnad:  0.657 0930 0930 0930 0935 0935 0

Motsvarande reproduktionsmatris har som storsta egenvirde A =
0.8586 och motsvarande asymptotiska aldersfordelning (sa att sum-
man av elementen &r ett) blir

(0.1498,0.1146,0.1241,0.1345,0.1457,0.1586,0.1727).

Vi ser t.ex. att 15% av populationen ar nyfodd ar fran ar, men ocksa att
populationen kommer att do ut, eftersom storsta egenvardet ar < 1.

Ett ekonomi-exempel

Tre hanverkare ska hjilpa till att renovera varandras hus. Alla tre ar-
betar sammanlagt 10 dagar enigt foljande schema:

Snickare: 3 dagar i sitt hus, 4 hos elektrikern och 3 hos rérmokaren

Elektriker: 5 dagar i sitt hus, 2 hos snickaren och 3 hos rormokaren
Rormokare: 2 dagar isitt hus, 4 hos elektrikern och 4 hos snickaren.

Vi kan beskriva detta i f6ljande matris, dar kolonnerna representerar
hantverkar och raderna vistelse i deras hus:

03 02 04
A=|(04 05 04
03 03 02

Har har vi dividerat med 10 for att f4 elementen att beskriva hur stor
del av en dag de tillbringar hos varandra.

Vid prissittning bestimmer hantverkarna att ta en dagslon som
gor att var och en tjanar exakt lika mycket pa sitt arbete som den
maste betala for utfort arbete (notera att alla maste betala till sig sjdlva
ocksd). Foljande ekvationssystem beskriver da att utgifter dr lika med
inkomster:

ps = 0.3ps + 0.2pg + 0.4pR
PE = 0.4}75 + 0.5;’15 + 0.4pR
pr = 0.3ps +0.3pg + 0.2pR

Det innebdr att vektorn x = (ps, pe, pr) ska vara en egenvektor till
matrisen A med egenvirdet 1.
Sa har da A egenvirdet ett?

A—=03 02 —04 1 1 1
-04 A-05 —-04|=(A-1)|-04 A-05 -03
-0.3 -03 A-02 -03 —-04 A-02

I sista likheten har vi lagt ihop alla kolonner och lagt dem i forsta.
Eftersom alla radsummor é&r ett foljer att vi kan bryta ut A — 1 ur de-
terminanten, sa 1 4r ett egenvarde.

For att hitta motsvarande egenvektor ska vi l6sa ekvationssystemet
ovan, vilket vi nu skriver pa formen (vi multiplicerar med —10)

—7x1+2xp +4x3 =0 x1 = 28t
4X1 —5x2 +4X3 =0 & (X2 = 44t
3x1+3xp) —8x3 =0 x3 = 27t

(Att vi inte far en entydig 16sning beror till dels pa att vi inte valt
valuta!) Denna 16sning talar om hur dagslonen ska forhalla sig for de
olika hantverkarna for att ekonomin ska ga ihop!

Anmirkning Detta ar ett enkelt exempel pa hur nobelpristagaren Was-
sily Leontief beskrev en ekonomi. Han delar upp den i sektorer (hant-
verkarna) som handlar med varandra och det vi sett 4r d4 att det finns
en egenvektor till egenvardet 1 som definierar vilka priser olika sek-
torer kan ta ut, for att systemet ska vara i jamvikt.

En viktig observation i vissa praktiska tilliampningar som vi gor fran
ovan dr att

En matris vars kolonnsummor alla dr ett har (minst) en
egenvektor med egenvérdet ett

Denna observation dterkommer i ndsta exempel.

En Markovkedija

En biluthyrningsfirma har tre uthyrningsstéllen som vi kallar A, B, C.
En kund far hyra sin bild pa valfritt uthyrningsstille och aterlamna
bilen pa valfritt uthyrningsstélle. Efter att ha varit igdng i ett &r finner
man att dterlimnande sker pa de olika stdllena med en sannolikhet
som beskrivs i matrisen nedan:

08 03 02
P=101 02 06
01 05 02

Hir betyder t.ex. elementet 0.6 pa plats (2,3) att en bil som hyrs pa
stélle C med 60% chans aterlamnas pa stélle B.



Frdgan man nu stéller sig dr, hur kommer bilarna att fordela sig
mellan de olika uthyrningsstéllena efter en lang tid?

Antag att en bil hyrs pa stille B. Den bilens férvantade historia kan
vi d4 beskriva pa foljande sétt. Infor vektorn p,, = (xp, yn, zn) som be-
star av sannolikheten x,, att en bil finns pa stélle A efter att den lanats
ut n génger, sannolikheten y,, att den &r pé stille B och z,, pa stille C.
Nir vi bérjar har vi att pg = (0,1,0). Sannolikheten att den &terlam-
nas pd de olika stéllena beskrivs dd av p; = Apo = (0.3,0.2,0.5). Om
vi sedan réaknar ut Ap; = A%py far vi reda pa sannolikheten att den
hamnar pa de olika stéllena efter en andra uthyrning. Totalt alltsa

pn = A"po.

Vi har lért oss att vi kan berdkna dessa sannolikheter pa foljande sétt:
forst bestimmer vi egenvérden (det finns tre olika) och motsvarande
egenvektorer, varefter vi skriver

A=TDT !

dér D ar en diagonalmatris med egenvérdena pé diagonalen, och T
bestar av egenvektorerna (som ar tre olika) tillhérande dessa egenviér-
den. Sedan kan vi rékna ut A" = TD"T~1.

Men lat oss rdkna sa lite som mojligt och istdllet tinka ut vad som
maste gélla. For att forenkla diskussionen raknar vi dock forst ut egen-
vardena vilka blir

1 1
M=14 =0 +2v/5) ~ 0.55,A3 = - 2v/5) ~ —0.35.

Lat egenvektorerna vara vq,vp,v3 till de tre olika egenvirdena
A1, Az, Az. Dé kan vi skriva

Po = €101 + €202 + C303.
Fran detta far vi
p1 = Apo = ¢1Av1 + €2 Avs + c3Av3 = 1 A101 + C2A202 + 34303
och fortsdtter vi pd samma satt ser vi att
Pn = c1A{U1 4 ©2AZv2 + c3A503.

Men hir géller att Aj — 0 och A — 0dan — o, och eftersom Ay =1
sa ser vi att
Pn — €101.

Men eftersom alla p,; har summan ett maste det dven gélla p = c;vy,
sé detta dr egenvektorn till egenvérdet 1 som ar sadan att summan av
elementen ér ett.

Loser vi det relevanta ekvationssystemet ser vi att v; =
£(34,14,13), och allts3 att

lim py = 611 (34,14,13).
Fran detta drar vi slutsatsen att bilen efter lang tid kommer att aterfin-
nas pa stille A i34/61 =~ 56% av fallet, pa Bi14/61 ~ 23% av fallen
och till Ci13/61 ~ 21% av fallen.

En stunds eftertanke visar att detta faktiskt géller oavsett var bilen
startade. Kan du tanka ut varfor?

Haér 4r ett annat exempel att ha som 6vning:

Ovning En entreprendr har just gett sig in i en bransch for att kon-
kurrera med en viletablerad vara. Det visar sig att varje manad sa
omvander entreprendrens foretag 2 procent av de som anvander den
etablerade varan. Men det visar sig ocksé att varje manad gar 5 pro-
cent av entreprendrens kunder tillbaka till den etablerade varan.

Hur lang tid kommer det att ta innan entreprendren har minst 20
procent av marknaden? Vad hédnder efter lang tid?

Arbeta garna igenom foljande exempel (med dator eller minirdkna-
re) som &r en annan illustration av Markovkedjor:

Exempel IEngland omkring 1950 arbetade man med tre socialgrup-
per. Data hade visat att sannolikheterna for 6vergéngar (far-son) mel-
lan de olika socialgrupperna kunde beskrivas av foljande matris (ko-
lonnerna ar fader, raderna son):

0.448 0.054 0.011
0484 0.699 0.503 | .
0.068 0.247 0.486
T.ex. géller att sannolikheten att sonen ar i socialgrupp 3 om fadern ar

socialgrupp 2 lika med 0.247.

Denna matris har kolonnsummor ett och ett egenvéarde som ér ett
med tillhérande egenvektor

p = (0.067,0.624,0.309).

Visa att detta innebar att efter 1dng tid kommer 62.4% av alla engels-
mén att tillhor socialgrupp 2, och bara s lite som 6.7% socialgrupp 1.
(Vad é&r det du ska visa?)

Att 16sa andra ordningens linjara differentialekva-
tioner med konstanta koefficienter med hjalp av
matriser

Fran endim-kursen vet vi att for att 16sa differentialekvationen

y'(H) +y' (1) —2y(t) =0,

ska vi forst 16sa den karakteristiska ekvationen (obs!-samma namn
som for egenvardesekvationen)

A4A-—2=A-1)(A+2)=0

eftersom 16sningen da har formen Ae~% + Be, varefter vi bestimmer
konstanterna. Vi ska nu se hur detta passar in i linjar algebran och det
vi gjort.

Tricket &r att infora en vektor

y(t)>
u(t) =
0=
och dé observera att

(i) = G “v) = @ 2) Glo)
Detta innebér att
W(t) = Au(t), A= ((2) jl) :

For att 16sa detta, antag att vi kan diagonalisera A s3 att T"1AT =
D for nagon inverterbar matris T och diagonalmatris D. Om vi d&
skriver u(t) = Tw(t) for en ny funktion w(t) = (wy(t), wy(t)), s& der
vi att

w'(t) = T/ (t) = T Au(t) = T ATw(t) = Dw(t).
Denna ekvation w’(t) = Dw(t) 4r bara tva oberoende ekvationer
wi(t) = Mwi (1),  wh(t) = Aqwa(t),
dér Aq, A; dr diagnoalelementen i D. Dessa vet vi lIosningen pa:
wi(t) = AeMt,

wy(t) = BeM?t.

Sedan far vi y(t) genom att avldsa forsta raden i Sw(t).
Vi genomfor nu detta. For att se om vi kan diagonalisera ska vi
bestimma egenvérdena till A:

A -1

det(/\IfA):‘z A1

’:)\2+)\72:0,



sd egenvdrdena dr (se ovan) A = —2,1. Motsvarande egenvektorer ar
(efter en kort rakning) kolonnvektorerna i

(%)

och vihardi att D = T~1AT dar

p=(3 1)

Nu har vi siffror till diskussionen ovan och ser da att
1 1\ [Ae™® Ae~2 1 Bet
u(t) = Twlt) = <—2 1) ( Be! ) - <—2Ae*2’ + Bet> :

Menu(t) = (y(t),y'(t)),sd vikanavldsaatty(t) = Ae~2* + Be!, precis
som vi ldrde oss i endim:en.

Exempel Om vi ldgger pa begynnelsevillkoren y(0) = 0, ¥/(0) =1,
hur kan du modifiera rakningarna sa att du far den rétta 16sningen

R R TR
y(t) = 3¢ tse

utan att infora konstanter A, B i rdkningarna?




