Forelasning 11

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Egenvéarden och egenvektorer
Kapitel 10.1-10.4
Efter dagens férelasning méaste du

- Kunna bestimma alla egenvarden och egenvektorer till en matris
- Veta vad som menas med att diagonalisera en matris

Inledande exempel
Foregdende gang(?) gjorde vi foljande exempel

Exempel Spegling i planet 77 : x; — x — x3 = 0 (i en given ON-bas)
har avbildningsmatrisen

1
Az% 2 1 =2
2 -2 1

Men vi sdg att om vi valde en ny bas, sé fick den den enklare formen

1 0 0
A=(0 1 0
0 0 -1

Den bas vi valde bestad av

1. tvé basvektorer i planet 7 : if; = (1,1,0), il = (1,0,1)
2. enbasvektor ii3 = (1, —1, —1) som &r ortogonal mot planet 7.

Varfor valde vi den basen, och varfor blev avbildningsmatrisen myc-
ket enklare da?

For att svara pa den fragan, tank efter vad vektorerna if; avbildas
pa. Geometriskt, inte genom att rdkna!

Svaret &r att de som ligger i planet, andrar sig inte vid spegling:

Aily = iy, Aily = ily,

medan den &terstaende basvektorn avbildas pa minus sig sjalv:

Aily = —il3.
Det dr vad A’ berittar for oss.
Det gemensamma &r att de dr vektorer i # 0 sddana att det finns
ett tal A, som beror pa vektorn, sadant att

Ail = Aid.

Sadana vektorer ar valdigt bra att anvianda som bas niar man ska for-
std vad en linjar avbildning betyder.

Egenvarden och egenvektorer

Om A é&r en kvadratisk matris och x (ej nollvektor) en kolonnvektor
sadan att det finns ett tal A att

Ax = Ax,

sa kallas x en egenvektor och A ett egenvirde till A.

Anmirkning Forvillas inte av att jag nu kallar vektorn x istéllet for
il. Det beror pa att i exemplet ville jag att ni skulle tédnka i termer av
geometriska vektorer, men i fortsattningen blir det mest en fragan om
matrisrakning.

Exempel Vektorerna x; = (1,1,0), xo = (1,0,1) &r bada egenvek-
torer till A i foregdende exempel med egenvirdet A = 1 medan
x3 = (1,—1,—1) &r en egenvektor med egenvirdet —1.

Notera (tdnk efter) att varje linjairkombination av x1, x, dr ocksa en
egenvektor till A med egenvérdet A = 1.

Vart problem nu &r, finns det nagon metod att hitta egenvektorer och
egenvirden? Det verkar ju som att de kan hjilpa oss att beskriva och
analysera linjdra avbildningar!

Det gor det enligt foljande resonemang. Om x # 0 16ser ekvationen
Ax = Ax, sa loser den ekvationen (AI — A)x = 0. Denna ekvation
ar alltsa inte entydigt losbar, varfor matrisen AI — A inte kan vara
inverterbar, vilket vi sett betyder att dess determinant maste vara noll:

det(AI — A) =0.

Detta &dr en polynomekvation i A, vars 16sningar alltsd ger vilka egen-
varden som matrisen A har. Och till varje egenvérde kan vi sedan be-
stimma en eller flera egenvektorer. Polynomet p4(A) = det(AI — A)
kallas det karakteristiska polynomet for A och ekvationen p4(A) = 0
den karakteristiska ekvationen.

Anmiirkning Notera att den karakteristiska ekvationen garanterar att
det finns ett x # 0 sddant att (A — A)x = 0.

For att se hur detta fungerar anvander vi exemplet ovan.

Exempel For att bestimma egenvéardena till matrisen A i det inledan-
de exemplet berdknar vi det karakteristiska polynomet p4 (1) =

1 2 2 2 2
A-3 -5 =3 A-1 -3 -3
4oash Fl=per At § =
2 2 1 2 1
—3 5 Ao 5 A3
2 2 2 2
1 =3 —3 1 -3 -3
(A-11 A-1 2 l=(-1j0 A+1% 4=
2 1 2 1
0 2 a-d oz -1}
A+ 3 1 1, 8
=(A-1 30 3 =A-1)((A+2)A-2)—2) =
(A-1) 2’ 0 A=A +3)A=3)-3)

A=1DA2=1)=(A-1)2(A+1).

Vi ser darfor att A har tva egenvarden A = 1 (dubbelt) och A = —1.
For att bestaimma motsvarande egenvektorer maste vi losa motsva-
rande ekvationssystem:

1. For A = 1 ska vi losa

1,% ,% ,% X1 0 2x1 —2x2 —2x3 =0
-2 1-1 2 x| =]0|e-2x+20+2x3=0 ,
_2 2 1—1 X 0

3 3 3 3 —2x1+2x3+2x3 =0

sa losningen &r planet x; — x, — x3 = 0. Egenvektorer &r alltsa

alla vektorer (utom 0) i detta plan.
2. For A = —1 ska vi losa

_]_% -3 _% X1 0 74X172X272X3:
,% 11— % % X2 | =10] & ¢ —2x —4x, +2x3 =
_2 2 11 X 0

3 3 3 3 —2x1 +2xp —4x3 =

Har ar den tredje ekvationen summan av de tva ovan, sé 1os-
ningen &r den linje som utgor skdrningen mellan planen 2x; +
xp +x3 =0, x1 +2x2 — x3 = 0. En kort rdkning visar att det ar
(x1,x2,x3) = t(1,—1, —1). Alla vektorer pd denna linje (utom 0)
ar alltsa egenvektorer till egenvardet A = —1 till A.

Ett ytterligare exempel

Vi ska nu anvénda det ovan till att forsoka forsta vilken linjar avbild-
ning som beskrivs av matrisen



For att undvika att rdkna med brék infor vi matrisen B = 6A som
endast har heltalselement. Vi ser da att A dr ett egenvérde till A precis
da 6A &r ett egenvirde till B. Dessutom &r egenvektorerna desamma
(tank efter!). Vi bestimmer dérfor det karakteristiska polynomet till
B:

A—=5 2 -1 1 2 -1
ppA)=| 2 A-2 —2|=@A-6)0 A-2 -2

-1 -2 A-5 1 -2 A-5
! 2 -1 A—2 -2 A -2

(A-6)0 A—2 —2|=(A-6)
0 -4 A-4

IR

A A—4

1 -2

=MA=O) ) Ay

=A(A—6)?

Egenvirdena till B dr alltsi A = 0 och A = 6 (dubbelt), sa egenvérdena
till A &r A = 0 och A = 1 (dubbelt).

Vi bestimmer nu egenvektorerna:

1. Egenvektorerna till egenvérdet A = 0 far vi genom att 16sa (kon-
trollera att du forstar varfor!)

—5x1+2x; —x3 =0 —5x1 +2xp — x3 =0
=0< 0 =0
12xy +24x3 =0

2x1 —2xp — 2X3
—X1 —2xp —SX3 =0

& (x1,x2,x3) = £(1,2,—1).
2. Egenvektorerna till A med egenvérdet A = 1 fas genom att 16sa

X1+ 2x) — x3 =0 X1 +2xp—x3 =0
2x1+4x; —2x3 =0 & 0 =0
—x1—2xp4+x3 =0 0 =0

< (x1,x2,x3) =5(—=2,1,0) +£(1,0,1).

Lat oss nu ta dessa egenvektorer som en ny bas. Med beteckningar
frén tidigare betyder det att vi tar ¢/ = eT, dir

-2 1 1
T=(1 0 2
0o 1 -1

Det innebér att de nya och de gamla koordinaterna forhaller sig till
varandra genom x = Tx’ och vi ser d4 att ekvationen y = Ax svarar
moty’ = A’x’ dir A’ = T~1 AT. Det betyder att matrisen

-2 1 1 71 5 -2 1 -2 1 1
A=11 0 2 3 -2 2 2 1 0 2
1 -1 1 2 5 0 1 -1

1 0 0

=...=10 1 0

0 0 0

blir matrisen for avbildningen i den bas som utgérs av egenvekto-
rerna. Avldser vi matrisen ser vi att A betyder projektion péd planet
7Tt x1 + 2xp — x3 = 0 langs vektorn (1,2, —1). Med andra ord, den
linjdra avbildningen ar den ortogonala projektionen pa planet 7.

Vi ser att om vi hittar en bas av egenvérden sa fér avbildningsma-
trisen i denna bas en enkel, diagonalform, fran vilken vi kan utldsa
vad avbildningen ar for nagot. Vi ska aterkomma till det i nésta fore-
lasning.

Anmirkning Nar vi berdknade A’ behévde vi invertera T. Ur rikne-
teknisk synvinkel kan det dérfoér vara smart att vélja en ON-bas av

egenvektorer i planet. Vi gor detta enkelt med Gram-Schmidts orto-
gonaliseringsforfarande. Vi far da den ortogonala bastransformations-
matrisen

-1 1 1
V3ioov2 e

T = 1 0 2 ,
o
Vi V2 V6

vilken visserligen ser krangligare ut, men ar enklare att invertera!

Diagonalisering av en matris

Vi borjar med foljande observation
Lemma Egenvektorer till olika egenvirden dr linjirt oberoende.

Bevis. Antag att ey, ..., ¢ ar egenvektorer till de olika egenvardena
A1,..., A och att de dr linjart beroende men att varje delmédngd av
k — 1 vektorer &r linjart beroende. D4 finns alltsa sy, .. ., s; sddana att
Y i sie; = 0 och da &r dven

0=F() sie;) = ) siF(e;) = ) _siAe;.
7 ; ;
Det foljer att

ZS,‘/\,‘@,‘ — /\k ZS,‘C,‘ = Zsi(/\i - )‘k)ei =0.
i i i

Detta &r en linjarkombination av ey, . . ., ;1 som blir noll, vilket &r en
motsagelse O

Definition Enlinjar avbildning sdgs var diagonaliserbar om det finns
en bas i vilken avbildningsmatrisen dr en diagonalmatris (dvs alla
element utanfor diagonalen &r noll).

Ett alternativt satt att uttrycka detta &r att sédga att

en matris A dr diagonaliserbar om det finns en inverterbar
matris T sddan att
T~'AT =D,

dar D &r en diagonalmatris. Att bestimma T och D brukar
kallas att diagonalisera A.

Anmiirkning Hér ar alltsd A matrisen till den linjdra avbildning i na-
gon forsta bas e och den nya basen dr e’ = eT.

Anmiirkning Matriserna T och D behover inte vara entydigt bestam-
da; T beror pa vilken bas vi véljer och D pa i vilken ordning den nya
basen placeras i T. Dock kommer elementen i D av nodvéndighet va-
ra egenvardena till A eftersom

det(AI — A) = det(T(AI — D)T~!) = det(AI — D).

Notera att eftersom T bestar av egenvektorer ar en n X n-matris A
diagonaliserbar om och endast om den har 7 linjirt oberoende egen-
vektorer. (Varfor kan den inte ha fler?) Speciellt foljer att

En n X n—matris A &r alltid diagonaliserbar om den har n
olika egenvarden.

En annan observation vérd att gora &r att
A &r inverterbar precis dd inget egenvéarde ar noll.

Téank efter!!! Liksom att om x dr en egenvektor till den inverterbara
matrisen A sa ar x ocksd en egenvektor till inversen A~1. Vad giller
for egenvardena?

Om ett egenvirde som nollstille till p4(A) dr multipelt av ordning
k sags egenvirdet ha algebraisk multiplicitet k. Med den geometriska mul-
tipliciteten menas dim N(AE — A). Det géller att den geometriska mul-
tipliciteten av ett egenvérde alltid &r mindre &n eller lika med den al-
gebraiska. Om strang olikhet géller for ndgot egenviarde &r matrisen
inte diagonaliserbar.



Spektralsatsen

Observera att p4(A) &r ett n:te-gradspolynom, och har alltsi n olika
komplexa nollstillen. Dessa kan vara reella eller komplexa! Vi har nu
foljande observation:

En (reell) symmetrisk matris har endast reella egenviarden
Bevis. Om Ax = Ax s 4r AX = Ax och alltsa (eftersom A’ = A)
AMxf> = Axfx = (Ax)'x = x'Ax = x'Ax = Ax'x. O
En annan observation ar att

om A dr symmetrisk, sa giller att egenvektorer till olika
egenvirden maste vara ortogonala

Bevis. Om Av; = A;v; sa géller att
ot N bt oy ot
Aivjvg = (Av;) vy = viA'vg = v; Avy = Aoy,
vilket betyder att om A; # Ay s& méste vivy = v; - v = 0. O

Anmirkning En linjar avbildning 4r en projektion om dess avbild-
ningsmatris dr sddan att A% = A. Vi ser da frdn observationen ovan
att om A dr symmetrisk sd maste projektionen vara ortogonal (tank
efter varfor!). Har gller ocksd omvandningen.

Sats (Spektralsatsen) Lit F vara en symmetrisk, linjir avbildning pd ett
euklidiskt rum V. Dd har F en ON-bas av egenvektorer.

Bevis. Man gor ett induktionsbevis som bygger pa f6ljande observa-
tion. Lat Aq vara ett (reellt) nollstille till den karakteristiska ekvatio-
nen och ¢; en tillhérande egenvektor av langd 1. Satt

U=et={uecV; (ue)=0}.
Eftersom F dr symmetrisk avbildar den U pa U:
(F(u)ler) = (u|F(e1)) = (u|Are1) = 0.
Man kan nu latt bygga upp ett induktionsbevis (se boken). o
For matriser far vi féljande sammanfattning

Om A &r en symmetrisk matris si dr den diagonaliserbar:
alla egenvéarden éar reella och vi har en ortonormerad bas
av egenvektorer, vilket dr ekvivalent med att sdga att det
finns en ortogonal matris T sddan att T' AT = D.




