Forelasning 9

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Linjara avbildningar
Kapitel 9.1-9.2

Efter dagens férelasning maste du

- veta vad det innebar for en funktion att vara linjar och hur sidana
kan beskrivas med hjélp av matriser

- kénna till olika satt att hitta avbildningsmatrisen till en linjar avbild-
ning

- kunna forklara varfor avbildningsmatrisen &r ortogonal precis da
avbildningen &r en isometri

Linjara avbildningar pa ett vektorrum

Att en funktion F : V — V, ddr V ar ett vektorrum, innebar att foljan-
de giller:

F(u+v) = F(u) + F(v), F(Au) = AF(u).

En linjar avbildning kan alltid skrivas som en matrismultiplikation:
om vi skriver u = x1e1 + ... + x,e, sa giller att

F(u) = x1F(e1) + ...+ xF(ey) = Ax, A= (F(e1)...F(en)).

Kolonnerna i matrisen A ges alltsd av de vektorer i R” som basele-
menten i R"” avbildas pa. Matrisen kallas F:s avbildningsmatris. Dess
kolonner ges av A; = F(e;)!

Exempel Antagatt F(2,1) = (—1,2) och F(3,4) = (4,1) och att F &r
linjdr. Eftersom (—5,0) = (3,4) — 4(2,1) kan vi da berdkna

F(—5,0) = F(3,4) —4F(2,1) = (4,1) —4(—1,2) = (8,—7).
Ur det kan vi sedan dra slutsatsen att

F(1,0) = —éF(—S,O) . (—g, g).

P4 samma sitt dr (0, —5) = 3(2,1) — 2(3,4) och vi far att F(0,1) =

(Y, —2). Denna linjira avbildning har alltsa avbildningsmatrisen
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Anmiirkning En linjdr avbildning méste vara sadan att F(0) = 0!

Exempel pé linjara avbildningar

Exempel Att rotera plana geometriska vektorer vinkeln § moturs &r
en linjar avbildning (om man roterar en summa av tva vektorer far
man samma resultat om man forst roterar vektorerna och sedan tar
summan och det spelar ingen roll om man multiplicerar med ett tal
fore eller efter rotationen).

Om vi infor en ortonormerad bas e;, ey sa att vi far vart “vanliga”
koordinatsystem, sa har vi att

’

F(e1) = cos feq + sinfey,
F(ep) = cos(f + 5 )er +sin(f + 5 )ep = — sinfey + cos fep

Det betyder att avbildningsmatrisen for denna avbildning i denna bas
(samma bas i varderummet) ges av

cosf —sinf
sin® cosf /°

Anmirkning Om vi istdllet ser planet som det komplexa talplanet sa
géller att denna avbildning svarar mot multiplikation med €. Men
det ger samma resultat: om vi skriver z = x; + ixp och e = cosf +
isin 6 sa blir resultatet

%z = (cos@+isinf)(x1 +ixy) = x1 cos 0 — x; sin 6 + i(x; sin O + x; cos 0)

och skriver vi detta som y; + iy sa har vi att

y1\ _ (cosf —sinf\ [x;
y2)  \sinf  cosf x) "
Samma som ovan!

Att se vad basvektorer avbildas pa &r ett sdtt att bestimma avbild-
ningsmatrisen. Alternativt kan man se vad en allméan punkt (vektor)
avbildas pa. Notera att med ett givet origo behtver vi inte skilja pa
punkt och vektor.

Exempel Att projicera en punkt i rummet lings en vektor (i ndgot
lampligt koordinatsystem) ¥ = (3,1, —1) pa planet 77 : x — 2y + 3z =
0 definierar en funktion. Vi ska bestimma den.

Innan vi gor det, borja med det enklare(?) problemet: pa vilken
punkt avbildas punkten (3,3,3)?

Det vi maste inse nu ar att 16sningen &r den punkt som &r skérning-
en mellan linjen (x,y,z) = (3,3,3) +#(3,1,—1) = (3+3t,3+ 3 —1)
och planet 7. Varfor?

Skérningen fas genom att vi bestimmer det ¢ som uppfyller (3 +
3t) —2(3+1t) +3(3—1t) = 0, vilket dr ¢ = 3. Motsvarande punkt 4r
dé (12,6,0).

For att nu bestimma funktionen ersitter vi nu (3, 3, 3) med en god-
tycklig punkt (x1,x2,x3), men gor precis likadant som ovan. Linjen
blir (x,y,z) = (x1 +3t,x2 +t,x3 — t) och det t som ger skérnings-
punkten blir

t = =(x1 —2xp + 3x3).

N =

Detta betyder att slutpunkten blir

1
F(x1,x2,x3) = (x1,X2,%3) + E(Jﬁ —2x +3x3)(3,1,-1) =

(5x1 — 6x + 9x3, x1 + 3x3, X1 + 2x5 + 5x3).

N —

P& matrisform kan vi skriva detta F(x) = Ax (dér jag later x i hoger-
ledet vara en kolonnvektor vid berdkningen av produkten) dar

1 5 -6 9
AZE 1 0 9.
1 2 5

Vi ser att F &r en linjar avbildning och A dess avbildningsmatris.

Anmiirkning Vad &r V(A) och N(A) i detta exempel? Kontrollera att
dimensionssatsen géller!

Exempel Bestim avbildningsmatrisen for den funktion som beskri-
ver ortogonal projektion pé planet 77 : x —y — z = 0 (i en ortonorme-
rad bas).

Alternativ 1: Gor som i forra exemplet: en normal till 77 4r 7 =
(1,—1,—1), sa det &r lings den vi ska projicera. Linjen (se forra ex-
emplet) blir (x,y,z) = (x1,x2,x3) + £(1,—1, —1) och skédrningen ger
t = —(x1 — xp — x3)/3 och vi fér alls§ att

F(x) = (x1,%2,%3) — %(M —xp—x3)(1,-1,-1)=...=



(gx +1x +1x lx +2x ,lx lx ,lx +%X)
31 32 33r31 32 33/31 32 33~

Vi ser att det dr en linjar avbildning med avbildningsmatris

1 2 1 1
1 -1 2

Alternativ 2: Det ar egentligen endast i borjan detta steg skiljer
sig. En enhetsnorml till planet ges av 7i = (1,—1,—1)/+/3 och en-
ligt projektionsformeln géller darfor att projektionen av vektorn ii =
(x1,%2,x3) p& normalen till planet genom origo 4r vektorn #' =
(if - fi)ii = L(x1 —x2 — x3)(1,—1, —1). Motsatt riktning med denna
fran punkten ger oss den ortogonala projektionen:

o 1
=i’ = (x1,%2,%3) — g(xl —x—x3)(1,-1,-1),

vilket 4&r samma uttryck som dyker upp ovan. Fortsittningen &r den-
samma.

Alternativ 3: Ett tredje alternativ &r att gora som vi gjorde for ro-
tationen ovan, ndmligen att se efter vad de tre basvektorerna e; =
(1,0,0), eo = (0,1,0), e3 = (0,0,1) avbildas pa. Det innebér att gora
rakningarna ovan tre gdnger med olika punkter och vi far att

Fler) = %(1,2,2), Fley) = %(2,1,—2), Fler) = %(2, “2,1).

Vi kan sedan skriva upp avbildningsmatrisen med dessa som kolon-
ner.

Anmiirkning Vad &r V(A) och N(A) i detta exempel? Kontrollera att
dimensionssatsen géller!

Exempel Viskanubestimma den funktion G(x) som beskriver speg-
lingiplanetr:x —y —z =0.

Spegling startar med ortogonal projektion, men man fortsatter lika
langt pa andra sidan. Vi kan darfor utnyttja rakningarna ovan och far
att

1
G(x) = it — 2i' = (x1,x0,%3) — 2§(x1 —x—x3)(1,—1,-1)

och lite rdknande visar att G(x) = Bx dér

1 1 2 2
B:§ 2 1 =2].
-2 1

Exempel Ange den funktion H(x) som beskriver ortogonal projek-
tionpaplanetm: x —y —z = 1.
Det som skiljer detta exempel &r att planet nu inte gar genom origo!
Réaknar vi som ovan (gor det!!!) ser vi att

! L[21 1 x1
H(xl,XQ,X3) = 5 -1]+ g 1 2 -1 X2 | -
-1 1 -1 2 X3

Detta ar inte en linjar avbildning, vilket man ser tex. av att
H(0,0,0) = %(1, —1, —1); om avbildningen var linjir skulle detta va-
ra noll. Man sdger att H(x) = b+ Ax ddr b # 0 &r en affint linjar
avbildning, och en sadan kan bli linjir genom att vi véljer ett nytt
origo. I vért fall ndgon punkt i planet.

Sammansattning av linjara avbildningar

Lat F och G vara tva linjdra avbildningar pa ett vektorrum V och lat
A respektive B vara motsvarande avbildningsmatriser i en given bas.
Da giller att

(FoG)(x) = F(G(x)) = F(Bx) = A(Bx) = (AB)x,

d.v.s. avbildningsmatrisen for den sammansatta funktionen F o G ges
av AB. Det betyder att avbildningsmatrisen fér G o F ges av BA.

Exempel Med
A= cosf —sinf B— cos¢ —sing
" \sinf cosf /' T \sing cos¢
Far vi att

BA — (cosgbcos(—)fsmglemG

—cos¢sinf) — sin¢ cosd
cos ¢ sin 6 + sin ¢ cos 0

— sin¢ cos 6 + cos ¢ cos &

vilket, om vi tolkar matriserna som rotationer, leder till additions-
formlerna for sinus och cosinus.

Exempel Betrakta foljande tva avbildningar

- P som innebér att vi forst speglar i planet 7 :
sedan i yz-planet

- Q som innebér att vi forst speglar i yz-planet och sedan i planet
mix—y—z=0.

x—y—z = 0och

Vi har redan anvént att spegling i planet 7t har avbildningsmatrisen

1 1 2 2
Azg 2 1 =2].
-2 1

och vi inser litt att spegling i yz-planet har avbildningsmatrisen

0 0
1 0.
0 1

Om F(x) dr spegling av punkten x i planet 7t s giller alltsd att F(x) =
Ax, och om G(x) &r spegling av punkten x i yz-planet, sa géller att
G(x) = Bx.
Vi ser ddrfor att
P(x) = G(F(x)) = G(Ax) = B(Ax) = (BA)x,
men att

Q(x) = F(G(x)) = F(Bx) = A(Bx) = (AB)x.

Vi ser att P far avbildningsmatrisen

-1 0 0 1 1 2 2 1 -1 -2 =2
BA=|10 1 0 3 2 1 =2]= 3 2 1 -2
0 0 1 2 -2 1 2 =2 1

medan Q far avbildningsmatrisen

1 -1 2 =2
AB = 3 -2 1 =2
-2 -2 1

Notera att ordningen spelar roll!

Basbyten

Foljande &r viktigt att forsta:

Avbildningsmatrisen till en linjar avbildning beror pé valet
av bas!

Det betyder att den dndrar utseende nér vi byter bas. Hur?

Exempel Lat e, e, vara en bas i planet och definiera

e} =3e1 —2e;
eh =e1+2e



D4 giller att 4ven ¢}, ¢} 4r en bas i planet (varfor?). Om en vektor u har
koordinaterna (x1,x) i den férsta basen och koordinaterna (x}, x5) i
den andra, sa géller da att

U = x1e1 + xXp6p = xﬁeﬁ -+ xze/z.
Stoppar vi in uttrycken for den primmade basen i hogerledet far vi att

u = x}(3e; — 2e3) + xh(e1 +2e2) = (3x] + x5)eq + (—2x] +2x5)es.

Eftersom koordinaterna &r entydigt bestimda foljer att

x1 = 3x) +x}
Xy = —2x} +2x)

Lat oss nu generalisera detta.

Lét ey,..., e, och ¢, ..., e}, vara tva baser i vektorrumet V. Mot-
svarande koordinater skriver vi x1,...,x, respektive xi,...,x}. Det
betyder att

! ! ! !

u=x1e1+...+xpep = X761 +... + x,€,

Latx = (xq,...,x,). Da kan vi skriva
u=ex=ex
dér x dr en kolonnmatris och e = (eq,...,e,) en rad av basvektorer
(ingen vektor, en vektor av vektorer). Anvint pa e; definieras kolonn-
matriser T; genom
/
e; = eT;

och alltsd en matris T sddan att ¢/ = eT. D4 far vi att

ex = (eT)x" = e(Tx'),

och alltsa
x=Tx.

Anmiirkning 1 exemplet ovan har vi att

¢ = (ehey) = (ere2) (_32 ;)

T:<_32 ;)

Om vi vill ha x’ uttryckta i x méste vi invertera matrisen:

/ 1 1
X2 i 8/ \%

Exempel Betrakta nu basbytet i rummet:

sa

=2 -2
?2 = 2¢| + 3¢, — 4e5
Z =54 75

(Visa sjdlv att de nya vektorerna verkligen é&r linjart oberoende!) I be-
teckningarna ovan har vi ¢/ = T med

1 2 5
T=\|-2 3 0
0 -4 -7

Resonemanget ovan visar darfor att koordinatbytet ges av

x1 = x}] + 2x5 + 5x
—2x} + 3%

x3 = —4xh, —7x}

X2

Vill vi ha x” uttryckt i x istéllet, inverterar vi matrisen.

Notera

- basbytesmatrisen T har som kolonnvektorer de nya baselementen
(uttryckta i koordinater relativt de gamla)

- oméjy,...,e dren ON-bas si blir den nya basen en ON-bas om och
endast om basbytesmatrisen &r en ortogonal matris

Exempel Rotation i planet vinkeln 6 moturs svarar mot basbytet ¢’ =
eS (e = (eqep) &r en given ON-bas) dir

T - (cos 6 —sinf
T \sinf  cosb )’
Det betyder att de nya koordinaterna fas ur de gamla genom x =

Tx', dvs ' = T~!x. Men eftersom T &r en ortogonal matris galler att
T~! = T! och alltsa

x] = cos 0x1 + sin Ox,
x), = —sinfx; + cos Ox;

Basbyten vid linjara avbildningar

Om vi startar i en e-bas och en linjar avbildning har avbildningsma-
trisen A i den, och sedan infor en e’-bas sa att koordinatbytet blir
x = TX', sd ser vi att

y=Ax e Ty = ATY &y = T 1ATY
vilket betyder att i den nya basen har vi avbildningsmatrisen
Al =T AT
Anmiirkning Vi har att
det A’ =detT 'det AdetT = det A,

sa determinanten for den linjara avbildningen beror inte av vilken
bas vi arbetar i. Vi kan darfor tala om determinanten for den linjara
avbildningen.

Anmiirkning Om bade e och ¢’ &r ON-baser, blir T ortogonal och vi far
att A" = T'AT.

Exempel Visdg foregdende gang att om vi infor en ON-bas i rummet
och betraktar speglingen i planet 77 : x; — x, — x3 = 0 sa blir avbild-
ningsmatrisen
1
1
A= 3 2 1 =2
2 -2 1

Vi ska nu se hur denna avbildningsmatris ser ut om vi istéllet véljer
en bas som har tva element i 7t och det tredje som en normal till 7.

Vi maste da forst bestimma en bas for 7, vilket vi gor genom att
sdttay = s och z = t. Vi har da att

x 1 1
y|=s|1]+¢t]|0
z 0 1

En ny bas blir darfor (1,1,0), (1,0,1), (1, —1, —1) och basbytesmatri-
sen ges av

1 1
0 -1
1 -1

1
T=11
0

I den nya basen blir var linjara avbildning darfor

1 1 1 1 1
A’:T*lAT—g -1 2 3 2 1 =211 0 -1
2 0 1



1.0 0
=(0 1 0
0 0 -1
Ténk efter vad detta betyder geometriskt!

Vi ser att om vi véljer var bas lampligt ar det lattare att forstd vad
en linjar avbildning betyder. I det hér fallet, om vi hade A given och
skulle forsta vad den beskriver, s ser vi atti den den primmade basen
ar den en spegling i x} x}-planet.

Problemet ar naturligtvis att det &r inte sjalvklart hur vi ska vélja
var bas for att fa en behdndig form pa avbildningsmatrisen. Eller?

Anmiirkning Det berdkningsmaéssigt jobbiga steget i exemplet var nog
att berdkna T~! (vilket darfor hoppades dver). Man kan slippa det
steget genom att vilja en ON-bas, eftersom da vet vi att T~1 = T*.
Ofta kan det vara mer arbete, men i det hér fallet dr det enkelt: vi vet
att (1,1,0) och (1, —1, —1) &r ortogonala. Normera dem och tag deras
vektorprodukt som den sista basvektorn, alltsa

B e

V2 Ve V3
T—|+ L1 _1
V2 Ve V3

0o -—=2 L

Ve V3

Den ér en ortogonal matris. Priset dr att vi maste dras med nagra irra-
tionella tal i rakningarna.




