Forelasning 7

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Minsta kvadratmetoden
Kapitel 7.4-7.6

Efter dagens forelasning maste du

- Veta vad som menas med ortogonala komplementet till ett under-
rum

- Kunna redogora for matrisrangen av en matris

- Kénna till minsta-kvadratmetoden och kunna hérleda dess norma-
lekvation

Ortogonalt komplement

Lat V vara ett Euklidiskt rum och U ett underrum
Anmirkning Origo ligger i U!

Det ortogonala komplementet till U ges av
Ut ={veV; (uv)=0 forallau € U}.

Foljande sats dr nu fundamental.

Sats Till varjeu € V finns entydigt bestimdau’ € Uochu’ € Ut sddana
att
u=u+u".

u' kallas den ortogonala projektionen av u pid U.

Beviset bygger pé att vi konstruerar #’ med hjélp av en ON-bas i U:
u' = (uler)er + ...+ (ulep)ex.
Om vi sdtter u” = u — u’ s4 giller att
(u"lej) = (ulej) + (ulej)(ejlej) =0,

sd u’ dr ortogonal mot U. S& det gér.
Antag att det gar pa tva olika sétt:

u=u+u" =v+w, vel welU".

Da géller att U 3> ' —v = w —u” € U', d.vs. denna vektor ligger i
UNu+ = {0}. Det gar alltsa pa precis ett sitt.
Direkt foljer ocksa att

dimU +dimU* = dim V. (1)

For v € U har vi att

u—o? = Ju—u'P+ o —u| = [u" P + o -,

s det v som gor |4 — v| minimalt d&r v = . u’ &r alltsd den vektor i U
som ligger ndrmast u. Det minsta avstdndet = |u”|.

Exempel Lat U C R* genereras av ON-basen

1
e ==(1,-1,1,-1).

1,1,1,1
WL, o=

1
Elzi

Bestdm den ortogonala projektionen av u = (1,2,3,4) pa U.
Svar:

u' = (uler)er + (uler)er = 5e1 —e2 = (2,3,2,3).
Eftersom u” = (—1,—1,1,1) &r Kortaste avstindet fran u till U &r

|u"| = 2.

Matrisrang

Lat A vara en p X n-matris. Vi har

Ax=0 <& xortogonal motradernai A

& xortogonal mot kolonnernai A & N(A) = V(AH)L.

Vi har att N(A) C R", sa dimensionssatsen sédger att
dim N(A) +dim V(A) = n.
Fran (1) far vi att
n =dim V(A" + dim V(AH)* = dim N(A) 4+ dim V(A"),

sa det géller att
dim V(A?) = dim V(A).

Definitioner:
kolonnrangen av A = dim V(A),

radrangen av A = dim V(A").

Slutsats:
kolonnrang = radrang = rangen av A

Minsta kvadratmetoden

Betrakta ekvationssystemet
Ax =y

dar A dr en p x n-matris med p > n (6verbestamt system).
Minsta kvadratmetoden bestar nu av tva steg:

1. Bestdm den ortogonala projektionen i’ pd V(A)

2. Los ekvationssystemet Ax = y/'.

Eftersom y — y’ € V(A)~L betyder dett att vi ska hitta x sddan att
y—Ax e V(AL
Men V(A)L = N(A?"), s& detta ar ekvivalent med att
Ally— Ax) =0 <<= AlAx=Aly.

Ekvationen kallas normalekvationen. Losningen ar entydig omm kolon-
nernai A &r linjart oberoende.

Exempel Aminosyran serotonin ar inblandad i den kadnslomaéssiga
stabiliteten hos manniskor. For att méta sparmangder av @mnet ut-
vecklades en metod som bygger pd hdmning av en speciell kemisk
process. Vid ett forsok fick man foljande dos-effekt-samband:

serotonin (ng) 12 3.6 12 33
inhibition (%) 19 36 60 84

Bestam en empirisk funktion som uttrycker effekten som en lineér
funktion av In(serotonin) och anvidnd denna till att skatta vilken
méngd serotonin som resulterar i 50% inhibition.

Lat y = inhibition och x = méangd serotonin. Modellen vi ska ha &r
ddy = a+ blnx och det 6verbestimda ekvationssystemet &r

a+blnl2 =19 1 Inl2 19
a+bIn3.6 =36 1 In3.6 <a> |36
a+bIn12 = 60 1 In12 | \b 60

1 In33 84

a+bIn33 =84



Vi far nu (med hjélp av en raknemaskin) att

4 7.4446696 199
ta _ t,
AA= (74446696 20074359)’ Ay= (49237876)'

Det foljer att

0\ _ ) qat, _ (13234536
Q) (AAT-14y (wﬁwﬁs

Om vi avrunda lite far vi alltsa att den bésta log-linjéara approximatio-
nen ges av
inhibition = 19.6In(serotonin) + 13.2

Slutligen 16ser vi

50 -132

50 = 19.6In(serotonin) +13.2 < serotonin = exp( 96 6.5

ng.

Anmirkning Néar man loser stora system anvdnder man ofta QR-
uppdelningen for att effektivisera rakningarna:

A=QR.
D4 giller att A'A = R'R, s& normalekvationen blir
R'Rx=R'Q'Yy <= Rx=Q'y.

Eftersom R é&r trianguldr &r detta latt 10st!




