Forelasning 6

Linjar algebra (FMA420)
Anders Kallén

Innehall: Euklidiska rum
Kapitel 7.1-7.3

Efter dagens férelasning méaste du

- Kunna definiera vad som menas med en skaldrprodukt

- Ge exempel pa skaldrprodukten for ndgot funktionsrum

- Kunna formulera och hirleda Cauchy-Schwartz olikhet och triang-
elolikheten

- Veta vad som menas med en ortonormerad bas och en ortogonal
matris

Skalarprodukt

Definition Med en skaldrprodukt i ett linedrt rum V menas en regel
som av tv4 vektorer u, v € V bildar ett tal (u|v) sddant att

(au + pwlo) = a(ulv) + p(w|o),
(ufo) = (vfu)
(ulu) >0dau #0.

Anmirkning Den forsta rakneregeln innebar att skalarprodukten ar
en bilinjarform. Den andra att denna dr symmetrisk och den sista att

den ar positivt definit.

Definition Ett euklidiskt rum &r ett lineirt rum forsett med en skalir-
produkt.

Exempel P&V = Cla, b] kan vi definiera skaldrprodukten

() = [ Fgtaax

Man ser litt att rdkereglerna galler (den sista darfér att om
fab f(x)?dx = 0 och f? ér kontinuerlig, maste f(x) = 0 6verallt).

Ytterligare definitioner:

1. |u| = \/(u|u) kallas lingden av u,
2. u och v dr ortogonala om (u|v) = 0.
3. Vinkeln 6 mellan u och v definieras genom

cosf = (u\v)‘, 0<o<m.

Omedelbara konsekvenser:

1. Om u, v &r ortogonala giller att |u + o[> = |u|?> + |[0|? (Pythago-
ras’ sats)
2. Om e &r en enhetsvektor (|e| = 1) och vi sétter

u' = (ule)e,

W = u/’
sd géller att u’ och u” &r ortogonala. u” dr den ortogonala projek-
tionen av u pd det 1-dimensionella underrummet som har e som
bas.

3. Pythagoras sats ger att | (u]e)| = |u| < |u] ochsétter vie = v/|v]
foljer ur det att

[(u]o)| < |u||v| Cauchy-Schwarz’ olikhet

och fran den far vi
4. triangelolikheten

Ju+ 0] < [u] + [o].

Exempel Som konsekvens far vi f6ljande olikheter for kontinuerliga
funktioner:

([ soswar)’ < ([ seopae) ([ stora)

och

\/('/ab(f(t) +g(t))2dt> < \/l/abf(t)zdt-i- \//abg(t)zdt

Anvéndbara, men inte helt sjdlvklara, olikheter.

Ortonormerade baser

En méngd {ej,...,e,} av vektorer sdgs vara en orfonormerad mingd
om det géller att
0 daj#k
(ejlex) = o
1 daj=k
For en ortonormerad méngd géller att om
u=x1e1+...+xu6y,

sa galler att
xi = (ule), i=1,...,n

En ortonormerad mangd ér alltsé alltid linjart oberoende.

Om den dessutom spanner upp det linedra rummet V &r den en
ortonormerad bas i V. Forkortas ofta ON-bas.

Vi kan latt konstruera en ON-bas utifran en given bas.

Exempel Lat U vara det underrum i R* som genereras av

wy = (1,1,0,1), wp = (3,1,1,—1), w3 = (0,3,-3,3).

Vi kan da forfara pd foljande sétt. Vi borjar med att satta
Uy = wq.

Sedan vill vi ta up € [wy, wy] sddan att (u1|up) = 0. Sdtt up = aug + wy.
Da ar villkoret att

(u1]uz) = a(urfur) + (1 |wz) =3a+3 =0,

dvs up = wy —wy = (2,0,1, —2). Tag sedan uz = auq + buy + w3. For
den ska gélla att
(u1|uz) = (ualus) =0

vilket dr ekvivalent med att

a(uy|ug) + (m1|ws) =0, b(uzgluz) + (upjwz) =0 =
3a4+6 =0, 9b—9 = 0. Det foljer att u3 = —2u; +uy +wz =
(0,1,-2,1).

Vi har nu hittat en ortogonal bas. For att fa den ortonormerad ska
vi bara dividera med langderna:

1 1 1
eg=—=(1,10,1), e=5(201,-2), es=—
1= 51101, e= ) a=
Metoden i exemplet kan kan anvindas generellt. Den kallas Gram-
Schmidts ortogonaliseringmetod.
Lat oss ta ett annat exempel.

(0,1,-2,-1)



Exempel P& P; har vi basen {1, x,x2,x3}. Gor det till ett Euklidiskt
rum genom skaldrprodukten

(o) = [ gt

Vi ska nu konstruera en ortogonal bas {1, 11, up, u3 } for att sedan nor-
mera den. Vi borjar med att ta ug(x) = 1 for vilken galler att |uo|? = 2.
Satt sedan

up(x) = aup(x) + x = a+x.

Vi bestammer a genom
1
(ugluq) = / (a+x)dx=2a=0,
J-1

s& vi ska ta uy (x) = x for vilken galler att |u1|> = 2/3. I nésta steg
skriver vi uy (x) = aug(x) + buq (x) + x? och ska d4 ha

2
(ugluz) = a(uo|ug) + (ug|x*) =22+ % =0,

3 (u1lup) =b =0,

sd up(x) = x2 — 1, for vilken vi har |up|? = 8/45. Sista steget ar att ta

uz(x) = aug(x) + buy (x) + cup(x) + x3. Villkoren ar da

8c

2 2
=21=0, =b>+==0, =-—=0,
(uoluz) = 2a (u1luz) = bz + ¢ (2|us) = 7=
sa uz(x) = —% +x3 = 1(5x% — 3x) for vilken vi har att [u3?> =
8/175.

Det foljer att vi har foljande ON-bas i P;:

po(x) = L p(x) =x, pa(x) = \/§(3x2 —1),

pa(x) = \/Z(fwﬁ —3x%).

Anmiirkning Avsnitt 7.3 innehaller en mer allmén diskussion om det-
ta. Lds den gédrna, men den ingar inte i kursen. Det kan dock vara bra
att fundera igenom det som sdgs om Fourierserier i det avsnittet - det
kommer sedan i kursen i Funktionsteori i ak 2.

Ortogonala matriser

Definition En matris A vars kolonner &r en ON-bas kallas en ortogo-
nal matris.

Vi kan uttrycka matrismultiplikation sa att (AB); fas genom att vi
multiplicerar den j:te raden i A skaldrt med den k:te kolonnen i B.
Speciellt betyder det att

Ar-Ay A-Ay LA A A
Ary- Ay Ay-Ay ... Ay Ay
AlA =
Ap-Ar An-Ay o Ay Ay
Alltsa galler att

Aortogonal < A'A=E,

vilket betyder att A~! = A* samt att &ven A’ r ortogonal. Annorlun-
da uttryckt: utgor kolonnvektorerna en ON-bas, s& gor dven raderna
det (och vice versa).

Exempel Matrisen

ar ortogonal (kontrollera), sa dess invers ges av

) .1 1 -2 =2
AT =A = 3 2 2 -1].
2 -1 2

Anmiirkning Vi har att
Ainverterbar <= R"=[Ay,..., A =[Q1,...,Qx]

dér (Gram-Schmidts ortogonaliseringsforfarande) Qq, ...
ON-bas och

,Qy dr en

n
A =mQi, Ay =r2Q1+r2Q2 ..., Ay =Y rn Qs
j

Men detta ar ekvivalent med att
A =QR

dér R &dr en uppét trianguldr matris. Kallas QR-faktoriseringen av A
och dr viktig i numeriska sammanhang.

Exempel Viska QR-faktorisera matrisen

Vi borjar da med att hitta en ortogonal bas. Sitt:

w; =(-2,1,1), wy;=(0,33), ws=(44.2).
Vi tar da u; = wy,
Uy = wy — (u " 1w |22) 1 =w, — gul =(0,3,3) — (=2,1,1) = (2,2,2),

Uz = w3 — (T;ﬁ?) U — (Ti‘;r;)uz =w; — %6111 — %uz

= (4,4,-2)+(-2,1,1) — (2,2,2) = (0,3,-3).

Det foljer att vi har ON-basen
1 1 1
e = %ul, e = muz, e3 = ﬁu&

och fran det far vi att

wy = Ver, wy =up+uy = Ve +2V3e,

w3 = Uz — Uy +Up = —\/8@1 +2\/§ez +3\/§€3.
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Fran detta far vi nu att
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