Forelasning 5

Linjar algebra (FMA420)
Anders Kallén

Innehall: Lineara rum
Kapitel 6
Efter dagens féreldsning maste du

- veta vad som menas med linjdra rum och underrum

- kunna hantera de allménna begreppen linedrkombination, lineért
oberoende, linedra holjet, genereras av, bas, koordinater

- kunna dimensionssatsen

Line&ra rum

Definition Ett linedrt rum V dr en mingd sadan att

1. Omu,v € V,sdgillerattu+v eV,
2. Omu € V och a ir ett reellt tal, s& géller att au € V,
3. Foljande rdaknelagar galler:

u+(v+w)=w+v)+w
0-u=0,
a(u+0) = au+ av).

u+v=v+u,
a(pu) = (ap)u,
(a+ B)u = au+ Bu,

l-u=u,

Elementen kallas vektorer och ofta kallar man ett linedrt rum for ett
vektorrum. Réknelagarna kallas axiomen for lineira rum

Exempel R” dr ett linedrt rum
Exempel Polynomen av grad < n definierar ett linedrt rum P,.

Exempel Mingden av kontinuerliga funktioner pé [a,b] kan goras
till ett linedrt rum C[a, b] genom att vi definierar addition och multi-
plikation med skaldr punktvis. Kraver analys! 0 dr den funktion som
tar véardet 0 6verallt.

Definition En delméngd U till ett linedrt rum V kallas ett underrum
om
uelveld = u+tvel aucl.

Exempel P, dr ett underrum till C[a, b].

Exempel Betrakta ett ekvationssystem Ax = y ddar A dr en p x n-
matris. Vi har da foljande underrum:

1. Losningarna till den homogena ekvationen Ax = 0 utgor ett
underrum N(A) till R”, kallat nollrummet till A.

2. De virden y som kan fas (bildméngden) utgor ett underrum
V(A) till R?, kallat varderummet till A.

Dessa dr mycket viktiga i fortsdttningen.

Definition Vi séger att u ar en linjarkombination av uy, ..., u,; om vi
kan skriva
U =x1Uy + ...+ xyUy.

Mingden av sddana utgor det linjara holjet av uy, ..., u, och beteck-
nas
U=luy,... u.

U ar ett linedrt rum som genereras av uy, ..., Uy.
Exempel Ekvationssystemt Ax = y kan skrivas
A1+ ..+ x A=y,
dér Ay, ..., A, ér kolonnerna i A. Det betyder att V(A) genereras av

Apy o, Ap:
V(A) = [Ay,..., Al.

Bas och koordinater

Vi har ett antal definitioner som endast &r upprepningar (i ett mer
generellt sammanhang) av vad vi redan gjort.

Vektorerna uj,...,u; sdgs vara linedrt beroende om det finns
A1, ..., Ap och nagot av dem # 0 sadana att

Mui+ ...+ Ayu, =0.
En bas for ett linedrt rum V ar en uppsittning vektorer sadana att

1. de ér linjart oberoende
2. de spanner upp V.

Omey,...,e, dr en bas for V kan varje vektor i V pd precis ett sitt
skrivas
u=x1e;+...+xpey.

Vi sdger att (x1,...,x,) dr u:s koordinater i basen ey, .. ., e;.

Anmiirkning P& detta sétt kan vi identifiera V med R".

Foljande observation &r viktig: Antalet element i en bas i ett givet li-
nedrt rum V dr alltid detsamma, och detta antal kallas dimensionen
av V. Skrivs

dim V.

Anmiirkning Ménga av de viktigaste linedra rummen &r odndligt-
dimensionella. T.ex. C[a, b].

Téank nu igenom foljande sats.

Sats Antagatt dimV = nochatte, ..., ey, dr vektorer i V. Dd dr foljande
villkor ekvivalenta:

(i) eq,...,e, genererar V,
(ii) eq,...,ey dr lineirt oberoende,
(iii) eq,..., ey dren bas for V.

Exempel Betrakta matrisen

1 -2 -1 0 1
0 0 -1 1 1
A= -1 2 0 2 2
0 0 1 2 5

Av skil som snart ska framgé tittar vi férst ndrmare pd N(A), vilket
innebér att vi ska 16sa ekvationssystemet AX = 0. Gausselimination
ger att detta blir

X]*2X2*X3+X5:0
—x3+x4+x5=0
X4 +2x5 =0

Vi loser detta genom att sdtta x, = s och x5 = f. Vi far da att x4 =
—2t, x3 = =2t +t = —t, x; = 25 — 2t Annorlunda uttryckt:

X1 2 -2
X2 1 0
x3 | =s|0]+t| -1
X4 0 -2
X5 0 1

De tva vektorerna i hogerledet ar linjart oberoende och &r darfor en
bas for nollrummet N(A). Vi ser att dim N(A) = 2.



Men det betyder ocksa nagot annat:
(25 - Zt)Al +5Ay —tA3 —2tA4 +tA5 =0

for alla s, t. Om vi tar s = 1,+ = 0 far vi speciellt att 24; + A = 0
och alltsd Ay = —2A; (vilket vi latt kunde sett frén borjan), och tar vi
s=0,t =1farviatt —2A; — A3 —2A4+ A5 = 0.

Vi ser alltsa att Ay och As ar linjairkombinationer av Aq, Az, A4, sa
frén en potentiell bas for V(A) tar vi bort dem. Ar de aterstdende tre
linjart oberoende?

Ja, ty ekvationen y;1 A1 + y2 A3 + y3A4 = 0 maste vara en 1osning
till den ursprungliga ekvationen med x1 = y1,x2 = 0,x3 = y2,X4 =
y3, x5 = 0. Men det betyder atts =t = O och alltsd atty; =y, = y3 =
0.

En bas fér V(A) har allts tre element, dvs dim V(A) = 3. Vi ser
ocksa att

dimV(A)+dimN(A) =3+2 =35,

en observation vi ska komma ihag en stund.

Om vi gar igenom exemplet sa inser vi att det finns ett samband mel-
lan dimensionerna av virde- och nollrum till en matris:

Sats (Dimensionssatsen) Om A dr en p x n-matris giller att
dimV(A) +dimN(A) = n.

Vi ska atervanda till den satsen strax.

Om existensen av inverser till matriser

Foljande fyra pastdenden ar nu ekvivalenta for ett kvadratiskt ekva-
tionssystem (A dr n x n):

Ax = y ar entydigt 1osbart for varje hogerled v,
A dr inverterbar,

V(A) =R",

N(A) = {0}.

L e

Detta kan vi anvénda till att bevisa foljande sats, som séger att for
att visa identiteterna AB = E, BA = E récker det med att visa en av
dem.

Sats For kvadratiska matriser giller att

AB=E <= BA=E.
Bevis. Det rdcker att visa =, sa antag att AB = E. Da géller att

x=By = Ax=y,
alltsé &r V(A) = R" och A inverterbar, dir B= A"'1BA=A"l. O
Dimensionssatsen
Lat A vara en p X n-matris och definiera funktionen
F(x) = Ax

som avbildar R” pa R”. Den &r en linedr avbildning enligt f6ljande
definition.

Definition En avbildning F : U — V mellan tva linedra rum som ar
sadan att

F(u+v) = F(u)+ F(v), F(au)=aF(u)

sédgs vara en linedr avbildning.

For en linedr avbildning kan vi definiera N(F) och V (F) som tidigare.

Sats (Dimensionssatsen) Om dim U = n giller att
dim V(F) + dim N(F) = n.

Bevis. Komplettera en bas e, ..., e, for N(F) med ex.q,..., e, till en
bas i U. D4 genereras V(F) av F(exy1),..., F(en). Men dessa &r lineért
oberoende, ty om

j=k+1 j=k+1

s& maste argumentet i hogerledet ligga i N(F), vilket bara dr mojligt
omalla A; = 0. o

Vi ska prata mycket mer om linedra avbildningar lingre fram!

Exempel Vi ska visa att det till godtyckliga olika punkter x1, ..., xy,
och godtyckliga reella tal a1, . .., a, finns precis ett polynom p(x) av
grad hogst n — 1 sadantatt f(x;) =a;, i=1,...,n.

For detta definierar vi den linjara avbildningen F : P,_; — R”"
genom F(p) = (p(x1),...,p(xxn)). Dess nollrum bestar da av de poly-
nom som &r sddana att p(x;) = 0f6ri =1,...,n, och enligt faktorsat-
sen kan ett polynom av grad n — 1 inte ha n olika nollstillen om det
inte dr nollpolynomet. Men

dim P,_1=mn,

sa dimensionssatsen visar att V(F) = R".

Ett kemi-exempel

Finns det nagon reaktion som oxiderar metan (CHy) till koldioxid
(COy) och vatten (H,O)? Att oxideras innebér att metanet ska reagera
med syrgas (O,). Vi soker alltsa en ekvation av typen

x1CHy + xp0y — x3CO, + x4H,O

dér x;:na &r heltal.

For att ta reda pa detta maste vi ha massbalans i den meningen att
reaktionen har lika ménga C, H, O-atomer fore som efter. Det innebar
att vi maste ha foljande samband:

C X1 = X3
H 4X1 = 2X4
O 2xp =2x3+ x4

Vi kan skriva detta som matrisekvationen

Lagg marke till minutecknens placering! Vi satter minustecken pé de
molekyler som finns till vénster om reaktionspilen. Kolonnerna i ma-
trisen representerar den kemiska formeln for varje molekyl i sina be-
standsdelar (C, H, O). T.ex. innebar forsta kolonnen d&mnet C; HyOy =
CHg.

Eftersom vi har tre ekvationer men fyra obekanta vet vi att det
finns losningar pa detta problem (dimensionssatsen sa ju namligen
att dimV(A) + dimN(A) = 4 i detta fall, och dimV(A) < 3,
s& dimN(A) > 1). En kort rékning visar att Av = 0 & v =
t(—1,-2,1,2), sa vi har faktiskt dim N(A) = 1. Dessutom ser vi att
x1 =1,x = 2,x3 = 1 och x4 = 2. Vi har alltsa identifierat reaktionen

CHy +205 — CO, +2H,0
Metoden ovan visar bara hur bevarandet av atomer i en reaktion

aterspeglar sig i linjar algebra, och nedan &r en frivillig 6vning pa
detta for den intresserade:



Ovning T en process for framstillning av attiksyreanhydrid,
(CH3CO),0, utgér man ifrdn aceton, (CH3),CO, och éttiksyra,
C2H40;. Som mellan produkter och biprodukter forekommer keten,
CH,CO, metan, kolmonoxid, CO, och vitgas, Hy.

Kan du ge ett forslag pa oberoende reaktioner for processen?

Tricket hér 4r att stdlla upp en 3 x 8-matrix vars nollrum ger 16s-
ningarna. Kan du forklara foljande forslag:

) !

(

Nollrummet har dimension 8 —3 = 5 och en bas ges t.ex. av kolon-
nerna i matrisen

S =

0
1
1

O N

2
2
1

S ON
NN
—= W
QW = O

2 1 -2 1 -1
-2 -1 0 -2 -1
-1 -2 -1 -3

O OO O~ O
O O O = O
O O = OO
o= O O O
= o o oo

Varje rad dr en komponent och ordningen mellan komponenterna &r
densamma som komponenterna i den ursprungliga matrisen. Forsta
kolonnen svarar t.ex. mot reaktionen

2CH4 — 2Hp + CyHy.

Bestdm de Ovriga.




