Forelasning 4

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Matriser
Kapitel 5.1-5.2

Efter dagens férelasning méaste du

- veta vad transponatet till en matris ar

- kunna bestdmma rangen av en matris och en bas for dess nollrum

- kunna inneborden av huvudsatsen for kvadratiska matriser

- veta vad en invers matris dr och kunna berdkna den genom att 16sa
ett ekvationssystem

Matriser

Ett allmant linjart ekvationssystem om p ekvationer i n variabler kan
skrivas
a1 X1 +anx2 + ... 41Xy = Y1

a1X1 +axnXy + ... 43Xy = Y2
Ap1X1 +ap1X2 + ... ApnXn =Yp

Om vi infor vektorerna A; = (a1, .. .,uip),i =1,...,nsahar vialltsd
X1A1 +xA + ...+ xAp =y

diry = (y1,...,Yp)-
Vi kan driva beteckningarna ovan lite lingre genom att skriva

ann 412 ... d1p X1

any ax . Ay X2
A:(AlAzAn): . , X=

Ayl Ap2 ... fApn Xn

Da kan namligen ekvationssystem kompaktare skrivas
Ax =y

om vi definierar multiplikationen Ay som ovan.

Allméannare kallas rektanguldra scheman pa formen ovan fér ma-
triser och vi pratar om element, rader och kolonner i en matris. Rak-
neregler

- Om A ar ett tal, star AA for den matris i vilken alla A:s element har
multiplicerats med A

- Tva matriser kan adderas genom att man adderar elementen om de
har lika mdnga rader och kolonner

- Tva matriser multipliceras pé ett sitt som kan beskrivas pa foljan-
de sidtt. Om A dr 1 x n-matrisen A = (143 ...4,) och X &r n x 1-
matrisen ovan, sa géller att

Ax = a1x1 +axxo +...a,x,

(som alltsd &r ett tal!) Vi far nu elementet pd plats (j, k) i en produkt
AB genom att pa detta satt multiplicera rad ji A med kolonn ki B.

Exempel Kontrollera att

3 -6 1 3\ [15 45

-1 2 -2 -6/ \-5 -15
Anmirkning Vi kan multiplicera tva matriser om de passar ihop rad
och kolonnmassigt - hur? Vad blir resultatet for typ av matris? Ibland

kan vi dérfor bilda AB men inte BA, och nér vi kan bilda bada (nér &r
det?) sa ar det vanligtvis sa att

BA # AB.

Transponatet av en matris

Transponatet till en matris fdr man genom att byta raderna mot kolon-
ner. En m x n-matris blir da en n x m-matris. For en kvadratisk matris
innebar det spegling i diagonalen.

Exempel Vihar att
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Formler:

Aty =4
- (A+B) =A"+B!
- (AB)! = B'Al. (Notera ordningen - jaimfor med invers nedan).

Foljer direkt ur definition, utom mojligen den sista: elementet pa plats
(j,k) i (AB)Tt = elementet pa plats (k,j) i AB = (rad ki A)(kolonn j i
B) = (rad j i BT)(kolonn ki AT).

Invers matris

Antag att A dr kvadratisk och att ekvationen AX = Y ir entydigt
16sbar for alla Y. Vi kan da 16sa detta genom Gausselimination:

Exempel
*33{1 + 5xp + X3 =VY1 X1 = *5y1 + 6y2 — 7}/3
3x2 +2x3 =12 < { x2 = —4y1 + 5y2 — 6y3
2x1 —x2+x3 =13 X3 = 6y; —7y2 +9y3

Det vinstra ekvationssystemet kan skrivas Ax = y och det hogra x =
By dar

Jag pastar nu att vi maste ha
AB=BA=E

déar E ar matrisen med ettor pd diagonalen och nollor for 6vrigt, som
har har egenskapen att AE = EA = A.

Vi har namligen att x = By loser ekvationssystemet, vilket betyder
atty = Ax = A(By) = (AB)y. Detta dr sant for alla y och darfor
maste AB = I. Men vi har ocksa att y = Ax loser ekvationssystemet
By = x vilket betyder att x = By = B(Ax) = (BA)x och det foljer att
BA =E.

Motiverade av exemplet gor vi nu foljande

Definition Lat A vara en kvadratisk matris. Om det finns en matris
B sadan att

AB=E och BA=E,

sdger man att A ar inverterbar med inversen B.



Det finns hogst en invers, ty om bade B och C vore inverser har vi
B = BE = B(AC) = (BA)C=EC=C.

Niir den finns betecknar vi inversen till A med A~!.

Sats Det giller att
A dr inverterbar <= Ax =y har entydig losning for alla y.
Losningen ges di av x = A ly.

Anmiirkning Jamfor med den enkla ekvationen ax = y dér a4, x,y alla
ar tal. Dess losning dr x = a~ly = y/a forutsatt att a # 0. Ekvationen
gar alltsa endast att 1osa entydigt for alla hogerled om a # 0, vilket
svarar mot att matrisen dr inverterbar.

Bevis. Attx = A~lx 4r en entydig 16sning d& A &r inverterbar &r ren
instoppning.

Antag att Ax = y har en entydig 16sning for varje y. Da finns pre-
cis ett B sadant att AB = E (n ekvationer med kolonnerna i E som
hogerled). Da géller att A(BA) = (AB)A = EA = A, och d4 més-
te BA = E eftersom ekvationen AC = A enligt antagandet har en
entydig losning. ]

Vi avslutar med négra formler: Antag att matriserna A, B bada &r in-
verterbara. D4 géller att

-(AH) =4
_ (At)fl — (A—l)t
- (AB)"1=B71471

Dessa lagar foljer direkt ur definitionen av invers. T.ex. innebar
A7'A = AA7! = E att A &r invers till A~! och vi har tex. att
(A~)tAt = (AA~) = E! = Eochatt (B"'A"1)AB =B 'EB=E.




