Forelasning 3

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Vektorprodukt och determinanter
Kapitel 4.1-4.4, (4.3 kursivt)

Efter dagens férelasning maste du

- Kunna definiera och rdkna ut vektorprodukten av tva vektorer i
rummet
- Berédkna volymprodukten och veta vad en 3 x 3-determinant &r

Arean av ett parallellogram

Vad é&r arean av det parallellogramm som bestims av vektorerna il
och 7?

Arean dr hojden ganger basen, alltsa A = |ii||7] sin . For att berdk-
na det pdminner vi oss forst att, med if = (x1,y1), 7= (x2,12),

|ii]|T| cos O = ii - T = x1x2 + Y1Y2.
Kvadrera och rikna lite:
A2 = [API5R(1 - cos?6) = [itP[512 — (i 5)? =
(o + 1) (3 +13) — (122 +y112)* = X113 + 1135 — 2x10012
= (12 — y1x2)*.

Det betyder att
A= i(xlyz — y1X2)

dar tecknet ska viljas sa att uttrycket blir positivt.
En behdndig beteckning ar

‘—xyfxy
1y2 21
yl yZ

som kallas en determinant (determinanten av en speciell matris vis-
serligen, men det dterkommer vi till). Den anger alltsa arean av pa-
rallellogrammet ritknat med tecken. Just nu bryr vi oss inte om nér den
blir positiv och nar den blir negativ, utan bara att absolutbeloppet av
svaret pa fragan vad arean ar.

Exempel Bestdm arean for triangeln som har horn i punkterna Py =
(113)/P1 = (411)1P2 = (2/2)
Denna area &r hélften av arean av det parallellogram som spanns
— —
upp av PpP; = (4,1) — (1,3) = (3,—2) och ByP; = (2,2) — (1,3) =
(1, —1). Rdknat med tecken har detta parallellogram arean

3 1
’_2 _1‘ =3(-1)—-1(-2)=-1.
Arean av parallellogrammet &r alltsd | — 1| = 1 och triangelns area

darfor 1/2.

Men arean &r noll precis om det inte blir ett parallellogram, dvs om
kolonnvektorerna &r linjart beroende. Med andra ord (A &r en 2 x 2-
matris)

det A # 0 < A:s kolonnvektorer &r linjart oberoende.

Vektorprodukten av tva vektorer

Tva vektorer i rummet spanner ocksa upp ett parallellogram. Vad kan
vi sdga om dess area? Delar av ovanstaende géller dnnu, sa till vida
att den ges av |if||7] sin 6. Hur ska vi ridkna ut den? Om vi genomfor
rakningarna ovan far vi ett till synes komplicerat uttryck. Vi splittrar
upp resonemanget i nagra steg for att genomskada det.

Tva icke-parallella vektorer if och 7 i rummet spanner upp ett plan.
Till detta plan kan vi vilja tva normaler som har en langd som é&r lika
stor som arean av det parallellogram de spanner upp i planet (tank
igenom!). For att vélja en av dessa, sa att tva vektorer i rummet pa
ett entydigt sdtt definierar en tredje vektor enligt detta, sa tar vi den
vektor @ som dr sddan att trippeln i, 7, @ bildar ett positivt orienterat
system . Den harigenom definierade vektorn kallar vi vekforprodukten
av i och @ och vi betecknar den i/ x 7.

Anmiirkning Vektorprodukten &r en véldigt tredimensionell storhet.
Det finns ingen vektorprodukt i planet eller i ndgra andra dimensio-
ner (ndstan).

Anmiirkning Vektorerna ii, ¥, @ &r positivt orienterade om det ar sd att
den minsta vridning som 6verfor i pa 7 (samma rikining) sker moturs
sett frdn spetsen av @.

Foljande karakteriserar nu vektorprodukten:

1. il x ¥ ar vinkelrdt mot bade i och 7,
2. |il x 9| = |il||7| sin®
3. ii,7,il x U utgor ett positivt orienterat system (obs ordningen)

Anmiirkning Egentligen har vi forst bara definierat vektorprodukten
for icke-parallella vektorer, men om vi sétter den till 0 nér vektorerna
ar parallella, sa fungerar definitionen dven da.

Raknelagar och koordinatframstalining

Foljande rakneregler galler for vektorprodukten:
il, U ar parallella,
(17[14—112) XT=1i1 X0+ XT

en motsvarande i det andra argumentet
(M) x T=0x (All) = Al x T

SRS

Den enda av dessa rakneregler som inte &r sjalvklar fran beskrivning-
en ovan &r den tredje (den fjarde foljer sedan ur den tredje och den
andra tillsammans). Las sjdlva i boken.

Exempel En ortonormerad bas &r positivt orienterad om
51><€2: —€2><£?1 253,53><51 = —§1XE3 :Ez, €2X€3: —E3><52 :51.
(Kan du hitta symmetrin?) Notera speciellt att

Elxé = xe=8x85=0

1X€ =€ Xey=¢63X¢e3

Antag nu att vi har givet en positivt orienterad, ortonormerad bas. Da
kan vi skriva

il X T = (%181 + %28 + x383) X (Y181 + Y282 + y383) =
X1Y1€1 X €1 + XpY2€) X € + X3Y3€3 X €3 + X181 X €, + X1Y3€1 X €3+
X2Y382 X €3 + XoY1€3 X €] + X3Y1€3 X €] + X313 X €3 =
04040+ x1y283 + x1y3(—8) + x2y3(—€1) + X213 + X3y182 + x3y2(—21)
(x2y3 — x3y2)81 + (x3y1 — x1¥3)& + (X142 — X2y1)83.
Med andra ord

(x1,x2,x3) X (Y1,Y2,¥3) = (X2y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3, X1Y2 — X2U1)-



En minnesregel for detta &r att se det som determinanter, dvs vektor-
produkten ar

X2 X3
Y2 Y3

X1 X3
Y1 Y3

X1 X2
Y1 Y2

—

UxXT= — & + ;.

Observera minustecknet! Aven denna minnesregel kan verka lite kons-
tig, men ha talamod.

Exempel Berikna arean av triangeln med hérmi Py = (3,0,1), P, =
(5,3,0), P, = (7,1,-2).

Vi vet att triangelns area &r hélften av arean av det parallellogram
som spanns upp av vektorerna 1%‘1;1) =(5,3,0) —(3,0,1) = (2,3,-1)
och lgo—Pz = (7,1,-2) — (3,0,1) = (4,1, —3). For att fa arean av pa-
rallogrammet berdknar vi lingden pa vektorprodukten av dessa tva
vektorer:

1(2,3,—1) x (4,1,-3)| = |(—8,2,—10)| = V168 = 2V/42.

Eftersom triangelarean ar hélften av detta ar svaret /42.

Volymprodukten

Antag nu att vi tar en vektor @ = z1€) + 226> + z3€3 och multiplicerar
vektorprodukten skaldrt med den. Da far vi

X2 X3
Y2 Y3

X1 X2
Vi Y2

o X1 X3
UX0) W= z1 — z3.
( ) Ll

Men trippelprodukten har en tolkning: Om vi skriver @ = @' + @"
dédr @' &r parallell med i x ¥ och @" &r ortogonal mot den, sé giller
att

(il X T) - @ = (il x T)-@ = +|il x 7||@'| = t£basarea - hojd

av den parallellepiped som bestdms av vektorerna i, 7, @. Uttrycket
ar darfor volymen av denna parallellepiped, raknat med tecken. Ut-
trycket blir positivt nér if, ¥, @ ar positivt orienterade, annars negativt.
Ur det foljer ocksa att (tank efter!!!)

(il x 5) - @ = il - (7 x D).

Determinanter

Om vi tar tre vektorer i rummet Ay = (a11,421,a31), 42 =
(Ellz,azz, ﬂ32),A1 = (ﬂ13, a23,a33) och stéller de som ett rektanguléirt
schema
a1 412 413
az1 A4z a3
a31 43 433

= (All AZ/ A3)

sa far vi ndgot som kallas en matris A. Till denna infor vi determinanten
av matrisen A som

a1 Mz 413
detA = ap1 dpy dAx3| = Al . (Az X A3)

a1 a4z 4as3

Det finns en minnesregel for hur den berdknas (Sarrus regel, se
boken), men det ar lika enkelt att anvanda resonemanget ovan till att
fa foljande rekursiva formel:

a1 412 a1z
az1 a4 43| = an
a3y 4z 433

a2 M3
axp a3

a2 M3
azy  as3

a a
22 23| a Tay
asy  ass

Detta kallas utveckling efter forsta kolonnen och reducerar en 3 x 3-
determinant till 3 stycken 2 x 2-determinanter.

Exempel Bestdm en ekvation for planet M som innehaller vektorerna
il = (1,2,-1), i1 = (0,3,4) samt punkten Py = (1,1,8) (vi forutsét-
ter ett postitivt orienterat ON-system).

Observationen vi ska gora &r att en punkt P = (x,y, z) ligger i pla-
net 7t om och endast om vektorerna PP = (x — 1,y — 1,z — 3), iy, iy
ar linjart beroende, vilket de &r precis da

x—1 1 0

y—1 2 3:(x—1)'2 3‘_@_1)‘1 0‘4—(2—3)'1 0‘
-1 4 -1 4 2 3

z—3 -1 4

=1lx—4y+3z—-16 = 0.
Normalformen for M dr alltsa 11x — 4y + 3z — 16 = 0.
Exempel Berikna volymen av den tetraeder som har hérm i Py =

(0,0,0), P = (1,0,-1), P, = (2,1,0), s = (1,1,2).
Vi har att

Volymen av en tetraeder = %basarea -hojd = 1Volymen av parallellepiped

6

Volymen av motsvarande parallellepiped ges enligt ovan av

1
det(RoP} PoPs PoP3) = | 0
-1

O =N

N o=
I
_

varur det foljer att tetraederns volym &r 1/6.

Tolkningen av determinanten ar alltsd som volymen med tecken av
det parallellepiped som spanns upp kolonnvektorerna i motsvarande
matris. Tecknet dr positivt om dessa &r positivt orienterade, annars
negativt. Detta betyder att vi ser att foljande rakneregel géller:

det(Al A2 A3) = - det(A2 A1 A3)

Varfor? Kan du tdnka ut ndgra andra, liknande rakneregler? Vad sédgs
om

det(A1 + All Aj A3) = det(Al Aj A3) + det(A’l Aj A3)7



