Forelasning 2

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Skalarprodukten
Kapitel 2.4, 3.1-3.3, (3.4-3.5 kursivt)

Efter dagens férelasning maste du veta

- Kunna beskriva plan och linjer i rummet pa olika satt
- Veta vad en skaldrprodukt ar for nagot
- Kunna berdkna avstdnd och vinklar

Geometriskt innehall av system i tre variabler

En ekvation ax + by + cz +d = 0 definierar en delméngd M av R®.
Hur kan vi beskriva den?

Exempel Ekvationen x; 4+ 2x; + x3 = 1 innebdér att vi kan lata tva
variabler variera godtyckligt, t.ex. x, = s, x3 = t. Detta ger x; =

1 — 2s — ¢, vilket vi kan skriva som
X1 1—-2s—t -2 -1
Xy | = s = +s| 1 |+t 0 ].
X3 t 0 1

Detta innebdr att om (xq, xp, x3) ligger i M sa kan vektorn
(xy — 1,xp,x3) skrivas som en linjirkombination av if; =
(—2,1,0), il = (—1,0,1). Dessa &r linjirt oberoende (kontrollera) s&
vi inser att M &r ett plan genom punkten P = (1,0,0):

I terminologin fran F1 géller att ett koordinatsystem pa M ges av
Piiyily med koordinaterna (s, ).

S O =

Anmiirkning Beskrivningen
(x1,x2,x3) = (1,0,0) +5(—2,1,0) + #(—1,0,1)

kallas planets ekvation pa parameterform. Parametrarna ér s, t, vilka
dr tva. Detta svarar mot att planet dr 2-dimensionellt.

En stunds eftertanke ger att varje ekvation ax + by + cz +d = 0 defi-
nierar ett plan i rummet om bara (a,b,c) # (0,0,0).

Exempel Bestaim ekvationen for planet genom punkterna P =
(-1,0,2),Q = (1,3,3),R = (—2,1,3).

Det ar enklast att bestimma ekvationen pa parameterform. Som ko-
ordinatsystem kan vi da ta Piig dar i = PQ = (1,3,3) — (—1,0,2) =
(2,3,1), 7 = P_I>{ = (-2,1,3) — (-1,0,2) = (—1,1,1). Planets ekva-
tion pa parameterform blir alltsa

(x,y,2) =(-1,0,2) +5s(2,3,1) + £(-1,0,2).
Detta plan kan ocksa skrivas pa normalformen ax + by +cz+d = 0.

Hur gor vi det? Vi skriver om parameterformen som ett system i (s, t)
och I6ser det:

2s—t=x+1 25—t =x+1
3s+t=y < 5@ =-3x+2y—3
s+t=z-2 0 =—4x+6y—10z+16

Fran detta kan vi utldsa att planets normalform &r

2x -3y +5z—-8=0.
Anmirkning 1 kommande forldsningar kommer vi att ldra oss alter-
nativa satt att 16sa detta problem som nog ofta dr raknemaéssigt lite

enklare. Men dd maste vi ldra oss mer linjar algebra forst.

Vad ér dé skdrningen av tva plan?

Exempel Skdrningen av planen x1 + 2x2 + x3 = 1 och 2x1 + 3x —
2x3 = 1 bestar av alla (x1, x2, x3) som uppfyller bdda ekvationerna
samtidigt:

{x1+2x2+x3—1 @{x1+2x2+x3—1

2x14+3xp) —2x3 =1 —xp —4x3 = —1

Hir kan en variabel variera fritt. Om vi sétter x3 = ¢ far vi att 1osning-

en ges av
Xq —-14+7t -1 7
Xo|l=|1—-4 | =1 |+t|-4].
X3 t 0 1

Vi ser att 1osningen dr en rét linje genom P = (—1,1,0) och rikt-
ningsvektorn #f = (7, —4,1). Ett koordinatsystem pa denna linje &r
Pii.

Ger skdrningen av tva plan alltid en rat linje?
Vad &r skdrningen av tre plan? Vilka alternativ finns?

Exempel Foljande ekvationssystem beskriver skarningen av tre plan:
x1+2x +x3=1

2x1+3x —2x3=1 <&
3x1+4xp; —5x3 =1 0=0

X1 +2x+x3=1
—X2—4X3:—1 ’

ett system som har som Iosningen den réta linjen i foregdende exem-
pel. Hur ser detta ut?

Skalarprodukten av tva geometriska vektorer
Skaldrprodukt = produkt som ger en skaldr (dvs ett tal!)

—

il -7 = |u||v| cos .

Geometrisk tolkning: Lat 7 = & vara en enhetsvektor (dvs |¢] = 1).
Lat L vara den réta linjen genom origo som har riktningsvektor e och
1t i#’ vara den ortogonala projektionen av i pa L:

Da géller att

ii" = (|if| cos )¢ = (ii - €)e.

Tolkning i fysiken: kraften i rorelsens rikining ganger stracka = ar-
bete.

Anmiirkning ortogonal = vinkelrat!

Vi sdger att va vektorer dr ortogonala om i - 7 = 0 och skriver if L 7.
Rékneregler for skaldrprodukt:

Den forsta och tredje formeln ar litt bevisade fran definitionen. Den
andra kréver att man tianker pa skaldrprodukten som direkt hérledd
ur if geometriskt (se boken).

Exempel Lét |ii] = 3,|0] = 4,0 = 71/6. Bestam |ii + 7!

—

lii + 3> = (i + ) - (il + 7) = ‘T AU TG =

=L
=l

|ﬁ\2+2(i[-z7)+|z7|2:32+2-3~4cos%+42 =25+12V/3,

sa vi far alltd att |if + 7] = /25 + 12/3.



Ortonormerade baser

Enbasé,...,&, sdgs vara en ortonormerad bas (ON-bas) om

- alla vektorerna dr normerade s att de har langden 1
- alla vektorerna &r parvis ortogonala, dvs &; - €; = 0, j # i.

I en ON-bas blir skaldrprodukten enkel att rdkna ut: om i = }; x;¢;
och ¥ =Y y;€; sa galler att

u-v= (X1§1+...+xn§n) -(y1E1+...+ynEn)

bestér dels av 1 termer pé formen x;y;¢; - & = x;y;|€; |> = x;y;, dels av
ett antal termer pa formen x;;€; - € = x;y; - 0 = 0. Vi ser alltsé att

i-U=x1y1+ ...+ XuYn.
Pa samma sétt definierar vi skalarprodukten i R":

(X1, %) - (Y1, -+ Yn) = X1Y1 + - . + XnYn.

Exempel

(1,2,-1,0,-1)-(3,1,3,4,2) =1-34+2-14(~1)-3+0-4+(-1)-2=0.

Det betyder att vektorerna &r ortogonala.

Exempel I en ortonormerad bas giller att |if| = {/x? + ...+ x2. Vi-

dare, om x,y € R" dr ortogonala géller att
x+y =12+ lyf

Ett ortonormerat koordinatsystem ar ett dar basvektorerna utgor en
ortonormerad bas.

Geometriska tillampningar av skalarprodukten

I det hdr avsnittet beskrivs alla punkter med sina koordinater i ett
ON-system.

Planets normalform

Vi har tidigare sett att ett plan i rummet kan skrivas
M: Ax+By+CZ+D=0.

Om vi tar en punkt Py = (x9,Y0,20) i M, som alltsa uppfyller Axy +
By4+Czy+ D =0, s ser vi att (x,y,z) ligger i M precis d&

A(x —x9)+B(y —yo) + C(z —z9) = 0.

Det betyder att vektorn if = (x — X,y — Yo,z — Zp) dr ortogonal mot
vektorn 7i = (A, B, C). Vi kan ddrfor beskriva M som det plan som &r
vinkelrdt mot 7 och gar genom punkten Py. Formen Ax + By + Cz +
D = 0 kallas darfor planets normalform.

Exempel Bestdm en ekvation for det plan M som gér genom punkten
P = (2,1,2) och har normalvektorn 7 = (—1,7,3).
Enligt diskussionen ovan ges M av ekvationen

(-1,7,3) - (x—2,y—1,z-2) =0 —x+7y+3z—-11=0.
Exempel Bestim vinkeln mellan planen
Mp: 4x+y+z=0

och M;: 2x+4+2y—z—-1=0.

Vi borjar med att observera att vinkeln mellan planen dr samma
som vinkeln mellan normalerna 7i; = (4,1,1) och 7, = (2,2, —1).

For att bestimma vinkeln mellan tva vektorer anvander vi skalér-
produkten. Vi borjar med att rakna ut

iy iy = (4,1,1)-(2,2,—-1) =9,

|| = V42 +12 +12 = 3V/2,

Vi far da

[i2| = /22 +22 4+ (—1)2 =3.

iy - iy = |71 ||iz] cos 6 < 3v/2-3cos0 =9 & cosf =

Sl-

Eftersom vinkeln ska ligga mellan 0 och 77 foljer att 6 = 77/4.

Ortogonal projektion pé linje och plan

Vi ska nu se pa nagra problem som har féljande gemensamt. Given en
vektor i vill vi dela upp den som en summa i = i’ + i dér i’ Li"
och vektorn i’ r en ortogonal projektion pd ndgot. Det betyder att i’
ger den punkt som ligger ndrmast den punkt som ges av vektorn i
pa detta nagot. Nagot ska vara antingen en linje eller ett plan har.

Exempel Dela upp vektorn ii = (0, —1,3) i komposanter sddana att
i’ &r den ortogonala projektionen pa linjen genom origo med rikt-
ningsvektor 7 = (2,1,1).

For att bestimma i’ gar vi tillbaka till den geometriska tolkning-
en av skaldrprodukt. D4 ser vi att ' = (i - é)e, ddr é = T/|0| =
(2,1,1)/v/6. Det foljer att

2 — (0 _-13). L 1
7= (0-13) =(211)

Den andra komposanten berdknar vi nu genom subtraktion:

2,1,1) = %(2,1,1).

(2,1,1) = = (—2,-4,8).

W =
[eS T

i =il —il' = (0,-1,3) —

Exempel Bestdm (minsta) avstdnd frén P = (1,2,1) till linjen L :
(x,v,z) = (=2,1,1) + t(2,-2,1).

Detta 4r ndstan samma problem som féregdende: vi behdver bara
vélja en punkt Py pa linjen for att féra 6ver problemet pa ett vektor-
problem av typen ovan. For det tar vi Py = (—2,1,1), som ska fungera
som origo. Sétter vi il = (1,2,1) — (—2,1,1) = (3,1,0) ska vi projice-
ra den pa den linje genom Py (som &r origo) som har riktningsvektor
¥ =(2,-2,1). Vifar d4 p.s.s. som ovan att

4
i = ~(2,-2,1).
i =5( )

Men det vi soker &r lingden pd vektorn i’ = i — il’:

“[3
N

7] = 1(3,1,0) - 52 -2,1)| = |3(19,17,~4)| =

N

Detta dr darfor det sokta avstandet.

Exempel Givet en punkt P = (2, —3,1) och ett plan M : —3x + 2y —
z+41 = 0, bestdim den punkt i planet som ligger ndrmast punkten P
samt hur néra den ligger (dvs avstandet frdn punkten till planet).

Vi borjar med att valja ett origo lampligt, vilken ar en punkt i pla-
net. Vi kan ta vilken som helst, men viljer P = (0,0,1). En nor-
malvektor till planet &r (—3,2, —1), och en med lingd ett &r darfor
n=(-3,2-1)/ \/14. Vi berdknar nu den ortogonala projektionen av
il =(2,-3,1)—(0,0,1) = (2, —3,2) pa linjen med riktningsvektor 7i:

6

i = (it )i = —2(=3,2,~1),

For att fa projektionen ska vi nu gé ner fran P enligt i’
_ 6 1
(2,-31)—i'=(2,-3,1) + 5(73,2,71) = 5(74, -9,1).
Detta &r alltsd den punkt som ligger narmast P i planet. Annorlunda

uttryckt, den ar den ortogonala projektionen av P pa planet M.
Avstandet ifraga ar helt enkelt

6V14 12

|il'| = %/(—3)2 +224 (1) = — Vi



Anmirkning Om vi tittar efter hur avstandet berdknas ovan ser vi
att vi kan generalisera till att berdkna avstdndet fran en punkt P
(x0,Y0,20) till ett plan M : Ax + By + Cz+ D = 0 genom formeln

=L

= |Axo + Byo + Czo + D|

d=|i-
VA?+ B2+ (C?

som kallas avstandsformeln. Vi gor bara som ovan: nu &r i =
(A,B,C)/v A%+ B2 + C? och il vektorn frén en punkt i planet till P.
Tank ut hur D uppkommer i formeln!




