Forelasning 8

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Determinanter
Kapitel 8 (8.2,8.3 kursivt)
Efter dagens féreldsning maste du

- Berdkna determinanter av olika dimensioner
- Kunna dess viktigaste egenskaper for matriser

Lite repetition

Vi har sett att arean, rdknad med tecken, av ett parallellogram i planet
som definieras av vektorerna (a11,a21) och (a12,a2) ges av

a1 412

= a11a22 — 4124z1-
a1 ax

Uttrycket till vanster kallas determinanten av matrisen A. Betecknas
det A.

Men arean &r noll precis om det inte blir ett parallellogram, dvs om
kolonnvektorerna &r linjart beroende. Med andra ord (A &r en 2 x 2-
matris)

det A # 0 < A:s kolonnvektorer dr linjédrt oberoende.
I rummet har vi sett att

a1 412 413
detA =l|ay; axp ax|=A1- (Az X A3).
a3z a4z 4as3

Tolkningen av determinanten &r alltsd som volymen med tecken av
det parallellepiped som spanns upp kolonnvektorerna i motsvarande
matris. Tecknet dr positivt om dessa &r positivt orienterade, annars
negativt. Detta betyder att vi ser att f6ljande rakneregel galler:

det(A1 Ay A3) = — det(Az Aq Ag).
Foljande pastaende dr nu sjdlvklart for 3 x 3-determinanter:

detA #0 <= A drinverterbar,
eftersom determinanten &r noll precis d& A:s kolonnvektorer &r linjart
beroende.

Vi har ocksa sett att man kan berdkna determinanten pa foljande
sétt:

a1 412 413
az1 axp 43| =dan
a3z1 a4z 4as3

a a3
azy ass

a2 M3
axp a3

a
Bl tay
as3

Detta kallas utveckling efter forsta kolonnen och reducerar en 3 x 3-
determinant till 3 stycken 2 x 2-determinanter.

Exempel Bestdm en ekvation for planet M som innehaller vektorer-
naiip = (1,2,-1), il = (0,3,4) samt punkten Py = (1,1,8) (ON-
system).

Observationen vi ska gora dr att en punkt P = (x,y, z) ligger i pla-
net M om och endast om vektorerna Iﬁ’ =(x—1y—1,z-3),ii,il
ar linjart beroende, vilket de &r precis da

x—1 1 0
2 1 0 1 0
y—1 2 3 :(x—l)' 3‘—@—1)’ '—5—(2—3)‘ ‘
-1 4 -1 4 2 3
z—3 -1 4

=1lx—-4y+3z—-16=0.

Ekvationsformen for M &r alltsd 11x — 4y + 3z — 16 = 0.

Determinanten och dess berdknande

Lat A vara en n x n-matris med kolonnvektorer Aq,..., A,. Viska da
definiera determinanten av A,

det A =det(Ay,..., Ay)
sa att den far foljande raknelagar

(I) Den ar multilinjar, dvs lineér pa varje kolonn.
(I) det A = 0 om tva kolonner &r lika
(III) detE =1.

Anmiirkning En direkt konsekvens av (I) och (II) &r att om kolonnerna
i matrisen &r linjért beroende sa dr determinanten noll.

Nar man ska rdkna med determinanter dr foljande tva observationer
som foljer direkt av villkoren (I)—(III) av stor betydelse:

(IV) Determinanten byter tecken om tva kolonner byter plats.
(V) Determinanten &ndras inte om man lagger en multipel av en ko-
lonn till en annan kolonn

Tank efter att du kan hirleda dessa!

Exempel Lat A vara en 2 x 2-matris, sd att
Ay =anE+anEy, Ay =apE +ank;.
Réaknereglerna (I) och (II) ger oss da att
det A = ay1 det(Eq, Ay) + a1 det(Ep, Aj)
= a11ay det(Eq, Eq) + aq1a0 det(Eq, Ez) + a1a1p det(Ez, Ep)
+ayax det(Ep, Ep) = (a11a2 — a1pa1) det E.

Har har vi anvént att

det(Eq, Eq1) = det(Ep, Ep) =0, det(Ey, E1) = — det(Eq, Ez).

Gor vi samma rakning for en 3 x 3-matris far vi Sarrus regel for hur
man beriknar determinanten.

Om vi utfér motsvarande rakning pa en n x n-matris, ser vi att om
D(A) uppfyller (I) och (II) far vi en summa av termer pa formen

ahajz .. 'aan(Ejlf"'Ejn)

och vi har att D(Ej,...E;,) = +D(E). Summan ifrdga definierar
det A, sa D(A) = (det A)D(E). Det foljer direkt att

Sats Man kan (for varje n) pd precis ett sitt definiera determinanten sd att
villkoren (I)—(I1I) dr uppfyllda.

Anmiirkning Beviset utgor avsnitten 8.2 och 8.3. Ar att betrakta som
kursivt. Konstruktionen ovan ger en formel som vi kan skriva ut ex-
plicit, men var ansats till determinanter 4r att det dr raknereglerna
som ska anvandas nér vi berdknar den, inte denna formel (undantag:
2- och ev. 3-dimensioner).

Men det stora hjalpmedlet ar foljande sats (som boken anvander till
att definiera determinanten rekursivt for olika 1)

Sats (Utveckling efter rad j) Lit AUX) beteckna den matris av ordning
n — 1 som man far om man stryker rad j och kolonn k i n x n-matrisen A.
Di giller att

n . .
detA=)" (71)/+ka]-k det A/K,
k=1



Exempel
2 101 3 4 1 1 0 1
1 3 4 1
=22 -1 2|-— -1 2|+

502 -1 2 1 2 0 1 2 o0
-1 1 2 0

1 0 1 1 0 1

33 4 1|—(-1)3 4 1/=..=-1

1 2 0 2 -1 2

Eftersom den ér skild fran noll kan vi dra slutsatsen att vektorerna
(2,1,3,-1), (1,3,2,1), (0,4,-1,2), (1,1,2,0) i R* ar linjart oberoende
och allts4 bildar en bas foér R*.

Vidare har vi att (se boken for bevis)
det A! = detA

vilket gor att det finns en motsvarande formel for utveckling efter
kolonn k.

Exempel Aven vektorerna (2,1,0,1), (1,3,4,1), (3,2,-1,2), (-1,1,2,0
i R* ar linjart oberoende och alltsa bildar en bas for R*

Exempel Berdkna

Lo 3 1 ch 11 ... 1
2 0 5 3| _ _ el
13 2 ol=% 11 1| = (x4+n-1)(x—1)""L.
0 6 -3 6 11 1 ... «x

Produktregeln och Cramers regel
Sats (Produktsatsen) Vi har att

det(BA) = (det B)(det A)

Bevis. D(A) = det(BA) uppfyller (I) och (II), s& D(A) =
(detA)D(E) = (det A)(detB). o

Sats Vi har att

detA #0 <= Adrinverterbar
och da giller att
1
Al= ——.
det det A

Bevis. Antag forst A inverterbar. Da foljer att det A # 0 och formeln
fran produktformeln.

Om A inte dr inverterbar sd ar Ay, ..., A, linjdrt beroende och dér-
med det A = 0. o

Vi har ocksd en formel for 16sningen pa Ax = y. Da géller att (y insatt

istallet for Aj)

n
det(Al,...,y,...,An) = Z xkdet(Al,...,Ak,...,An) = deetA,
k=1

vilket ger 16sningen (Cramers regel)

v det(A1,...,Y,..., An)
I det A

Den &r mer av teoretiskt intresse dn raknetekniskt: rakningarna blir
ofta langre om man anvéander den istéllet for metoderna ovan.

Huvudsatsen

Vi kan sammanfatta en del viktig teori for linjdra ekvationssystem i
den s.k. huvudsatsen:

Sats (Huvudsatsen) For en kvadratisk matris dr foljande villkor ekviva-
lenta:

1. A:s kolonner utgor en bas,

2. A:s rader utgor en bas,

3. ekvationssystemet Ax = 0 har endast den triviala losningen x = 0,
4. ekvationssystemet Ax =y dr losbart for alla y,

5. A iir inverterbar,

6. detA # 0.

Ténk igenom varfor vi har denna sammanfattning.

Anmiirkning Egentligen finns ytterligare en punkt, men den berér lin-
jdra avbildningar som vi diskuterar i nasta forelasning: att motsvaran-
de linjdra avbildning ar bijektiv.

Sambandet mellan determinanter och linjara ekvationssystem kan
ocksa fortydligas i foljande tabell

homogent system | inhomogent system
Ax =0 Ax=y,y#0
detA =0 | odndligt ménga | ingen eller odndligt
16sningar manga losningar
det A # 0 | endast den triviala | precis en 16sning
16sningen

Exempel For vilka varden pa a har systemet

ax+y+2z =4
xX+y+z =1
x+ay+2z =0

oandligt manga losningar.
Enligt satsen ovan ser vi att detta ar fallet kan bara hinda da
detA = 0:

a 1 2 a—2 1 2
11 1=|0 11 :(u—Z)‘l ;’+(—1)’1 ﬂ
1 a 2 1 a2 a

1-(a-22=(1-(@-2)1+@-2) = (3—a)a—1).

Vi ser att determinanten &r noll precis sa @ = 1,3.Ialla 6vriga fall finns
en entydigt bestimd 16sning, men i dessa kan det antingen saknas
16sning eller sa finns det odndligt ménga. Vilket maste kontrolleras i
varje fall:

1. Ifalleta =1 far vi systemet

x+y+2z =4
x+y+z =14z
x+y+2z =0

x+y+2z =4
:3/

sa i detta fall saknas 16sning
2. Ifallet a = 3 far vi systemet

3x+y+2z =4 3x+y+2z =4
x+y+z =1 =1,
x+3y+2z =0 0 =0

—2y—z

vilket betyder att losningen ges av linjen (x,y,z) = (2+
t,t,—1 —2t). I detta fall finns alltsa odndligt ménga losningar.

Svaret ar alltsd a = 3.



