Forelasning 1

Linjar algebra (FMAB20)
Anders Kallén

Innehall: Gausselimination och vektorer
Kapitel 1,2.1-2.3
Efter dagens férelasning maste du kunna

- losa ett ekvationssystem genom Gausselimination

- addera (geometriska) vektorer

- kunda négra begrepp (linjarkombination, linjart beroende, spanner
upp,bas)

Gauss elimination
Ar en algoritm som loser allminna linjara ekvationssystem.
’ Ska alltid anvéndas! ‘

Exempel Vihar att

x+y =2 xt+y =2 x=3
= =
x—2y =5 -3y =3 y=-1
Till vanster har vi tvd ekvationer och tva obekanta, till hoger en enty-
dig 16sning. Tank igenom logiken i detalj!

Exempel Los ekvationssystemet

X1+ 2xp — x3 =6
2x1 — Xp + X3 =1
—x1+x—2x3 =3

Vi gor detta genom att addera ekvationer till varandra pa sddant satt
att det blir farre och farre variabler i varje ekvation rdaknat uppifran
och nedat.

Steg 1: fa bort x; fran den andra och tredje ekvationen genom att
bilda e2 — 2¢1 respektive 3 + el:

X1 +2x—x3 =6
—5x, +3x3 =-—11
3X2 —3JC3 =9

Steg 2: Fanubort x; fran tredje ekvationen genom att bilda 5e3 + 3e2:

X1 +2x—x3 =6
—5x, +3x3 =-—11
—6X3 =12

Mellan dessa ekvationssystem géller ekvivalens!
Vikan nu latt16sa det sista systemet och fa x; = 2,x, = 1,x3 = —2!
Detta ar darfor ocksa losningen till ursprungssystemet.

Ibland far man inte en entydig l6sning utan nagra ekvationer blir t.ex.
0 = 0 eller 0 = 1. Vad betyder det for ekvationssystemet?

Exempel Om Gauss eliminationen ger

X1+XQ+2X3 =3
—Xp+3x3 =-2
0 =0

sa finns oandligt méanga losningar. Hur beskriver vi dem? Ett forslag
ar

x1=1-5t xp =243t x3=t
men det finns manga andra sitt. Nagra forslag? (I det hér fallet be-
hover darfor inte din 16sning se ut som den i facit och kan éndé vara

rétt.)

Geometriska vektorer

For att komma fran en punkt P till en punkt Q finns en kortast mojlig
forflyttning (eller netto-). Sjélva forflyttningen &dr den rorelse man ut-
for och betecknas l@ Om vi startar i P och gor forflyttningen hamnar
vii Q; startar vi i en annan punkt hamnar vi ndgon annanstans. Sjal-
va forflyttningen utgor en (geometrisk) vektor. En sddan har en storlek
och rikining. Ett undantag: vektorn som har lingden noll har ingen
riktning! (skrivs O eller bara 0).
Saker som kan beskrivas av vektorer:

- forflyttningar (enhet: m)

- hastigheter (enhet: m/s)

- acceleration (enhet: m/s?)

- krafter (enhet: N) - relaterade till acceleration genom Newtons tred-
je lag.

Vektorer kan

- adderas (tdnk pa en forflyttning foljd av en annan)

- multipliceras med ett tal (skaldr) - &ndrar langd men inte riktning.
Om skalédren dr negativ dndras riktningen till den motsatta!

- subtraktion = addition av en vektor med minus en annan.

Exempel Om O, P, Q &r tre punkter kan vi skriva

PQ = 0G - OF.

Exempel (Mittpunktsformeln) Om O, P,Q ir tre punkter och M &r
mittpunkten pa strackan mellan P och Q, sa géller att

OM = %(cﬁ’ +00).
Foljer av foljande rakning (rita upp!!!)
szﬁ+%@:ﬁ+%(@—ﬁg) = %@ﬁ@)

Exempel (Tyngdpunktsformeln) Lat P, Q, R vara hérn i en triangel
och 14t P; vara mittpunkt pé strackan QR. Strackan PP; sdgs da vara
en median. Vidare, 1at M vara den punkt pad medianen PP; som delar
denne i férhdllandet 2:1. D4 géller (for allmédn punkt O) att

(Wf:%@ﬁ(ﬁﬂﬁ).

Speciellt galler att M ar skarningspunkten mellan de tre medianerna
(varfor?)
Formeln foljer ur foljande réakning:

ﬁ:(ﬁ’+§l’_ﬂ>:(ﬁ+§%(@+ﬁ):
(ﬁlﬂL%((ﬁ*(ﬁ)Jr%((ﬁ*(ﬁ’) = svaret

Linjarkombinationer av vektorer

I F1 sag vi hur vi ibland kunde uttrycka en vektor i andra. Mer precist
skrev vi t.ex. vektorn till tyngdpunkten som

OM ﬁ’+%z7+%u7, ii—0b, 7= 00,®— Ok,

OM =

Wl =

Nar vi skriver
il = xqil1 + xoilp + ... + Xpily

sdger vi att vi skriver if som en linjirkombination av i,k =1,...,n.



Antag att detta gar pa tva satt:
il = xqiiy + xpilp + ... + Xyily = Yy1ily + Yoily + ... + Ynily.
D4 maste vi ha att
Z1i1 + 2oy + ...+ zpily =0, ddrzx = x, —yp, k=1,...,n.

(0 ar egentligen O...). For att det ska vara tva olika framstéllningar av i
mdste ndgot z; # 0 och vikan da 16sa ut ify, som en linjarkombination
av de ovriga.

Definition Vektorerna iy, k = 1,...,n sdgs vara linjart beroende om
nagon av dem kan skrivas som en linjarkombination av de ovriga.
Om sa inte ar fallet sédgs de vara linjdrt oberoende.

Anmirkning Foljande har vi redan sagt men tél att upprepas:
- Vektorerna &r linjart oberoende om
X1U + xpilp + ...+ x40, =0 = x3=...=x,=0.

- Om ify,k = 1,...,n &r linjirt oberoende, kan en annan vektor i/
skrivas som en linjarkombination av dessa pé hogst ett satt.

Definition Givet nagra vektorer i, k = 1,...,n sd utgor alla vekto-
rer som kan skrivas som linjarkombinationer av dessa ett vektorrum
som spiinns upp av dessa vektorer.

Exempel Tag tva vektorer i rummet. Om ej parallella, spanner de upp
ett plan. Om parallella en linje.

Baser i vektorrum - koordinatframstéllning av vek-
torer

For att beskriva vektorer (och kunna rdkna med dem) maste man forst
fixera en s.k. bas av vektorer.

Definition Om vektorerna iy, k = 1,...,n dr linjart oberoende sa ut-
gor de en bas for det vektorrum de spanner upp. Varje vektor i detta
rum kan da pa ett entydigt sitt skrivas som en linjarkombination av
dessa:

= xlﬁl + xZﬁz + ...+ xnﬁn.

och koefficienterna (x1, xy, ..., X, ) kallas da koordinaterna for vektorn
il med avseende pi denna bas.

Anmiirkning Notera att dven basvektorerna har koordinatframstall-
ningar:
iy = (1,0,...,0), i, =(0,1,0,...,0) etc.

Basvektorer betecknas ofta &y for att sarskilja dem.

Definition L&tV vara ett vektorrum. Om vektorerna iy, . .., il;, dr lin-
jart oberoende och spdnner upp V, s sdger man att iy, . .., if,, utgor
enbasiV.

Vektorer i plan och rum

Vi borjar med att sdga att tva vektorer il och 7 &r parallella om det
finns ett tal x sddant att ii = x7. (Speciellt dr nollvektorn parallell
med alla vektorer — varfor?)

Tva icke-parallella vektorer €},¢, i rummet spanner upp ett plan
och ar darfor en bas for detta plan. I samma plan finns ocksa manga
andra baser.

Exempel Ienbas?@,@, forett plan M géllerattii = (1,3),7 = (—2,2).
Utgor dessa en annan bas?
For att svara pa det méste vi avgora om de ar parallella:
1=-2 1=-2
(1,3) = x(-2,2) & s *
3=2x 4=0

vilket saknar 16sning. De é&r alltsa inte parallella. Darmed utgér de en
annan bas for samma plan M.

Varfor samma plan? Varje vektor som kan skrivas som en linjar-
kombination av &}, kan ocksa skrivas som en linjirkombintion av
if, 7 eftersom vi kan skriva de tva vektorerna €j, €, pa det sittet. Var-
for? Vi vet att
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Vi kan nu uttrycka vektorerna €}, € i koordinatform i basen i, ¥ som

L1 3 11
el_(if_g)r € = irg)

Exemplet illusterar att vi kan anvanda olika baser. Olika baser ger
olika koordinater for en given vektor

Exempel Fixera en bas &,¢;,¢; for rummet och uttryck vektorer i
rummet i den. Ar vektorerna iy = (1,1,2), il = (1,-1,1), il3 =
(7,1,11) en bas for rummet?

De é&r sa precis om de &r linjart oberoende. For att avgora om de &r
sa stéller vi upp ekvationen

x1(L1,2) + x2(1,-1,1) +x3(7,1,11) = (0,0,0)
som &r ekvivalent med ekvationssystemet

X1+ x+7x3=0
x1—x2+x3=0 =
2x1 +xp +11x3 =0 0 =0

x1+x+7x3 =0
—2xp—6x3 =0

sa losningen pa ekvationssystemet &r

X1 = —4t, xp = =3¢, x3 =t.
Det finns alltsa andra losningar &n noll-lésningen, vilket betyder att

vektorer ar linjart beroende.

Exempel Ar vektorn 7 = (—10,4,24) en linjarkombination av if; =
(—1,2,3), il = (2,4,-3)?

Fragan 4r om det finns xj,x; sddana att (—10,4,24) =
x1(—1,2,3) + x2(2,4, —3), alltsa

—x1+2xp = —10

—x1+2xp =-10
X1 6
2x1+4x; =4 = 8xo =-16 & { 2
Xy = —
33, —3xp =24 0 =0 2

Sé svaret dr ja!



