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Plana Areor

14.2a Arean av omr�adet mellan kurvorna y =
2

1 + x2
och y =

1√
1 + x2

.

F�orst best�ammer man sk�arningspunkten mellan kurvorna, dvs x-v�ardet s�adant att
2

1 + x2
=

1√
1 + x2

,

dvs x =
√
3. Det blir A =

∫ √3

0

(
2

1 + x2
− 1√

1 + x2

)
dx. Vi g�or integralerna var f�or sig: A = A1 − A2.

A1 =

∫ √3

0

2

1 + x2
dx = [2 arctanx]

√
3

0 =
2

3
π. Till A2 anv�ander vi �ovning 12.38. Vi f�ar

A2 =

∫ √3

0

1√
1 + x2

dx =
[
ln
(
x+

√
1 + x2

)]√3

0
= ln

(
2 +
√
3
)
. D�armed A =

2

3
π − ln

(
2 +
√
3
)
.

Volym av kroppar med symmetriaxel och snittarea A(x).

14.3 Et t�alt har h�ojden 2m, kvadratisk golvyta med sidan 2m och varje horizontell snitt �ar kvadratisk, med

sidan
√
4− x2,f�or 0 ≤ x ≤ 2. Best�am t�altets volym samt volym av luften som �nns h�ogts 1 meter ovanf�or

marken.

H�ojden x �ar en symmetriaxel. Snittarean �ar kvadratisk, med ytan A(x) =
(
4− x2

)
. Volymen blir

V =

∫ b

0

(
4− x2

)
dx = 4b− b3

3
. T�altets volym f�as med b = 2, dvs

16

3
m3. Luftvolym i den nedre delen f�as med

b = 1, dvs
11

3
m3.

Rotationsvolym som alstras d�a ett kurvsticke roterar kring x-axeln.

14.8 Ytan mellan kurvstycket y = sinx + 2 cosx och x-axeln, f�or 0 ≤ x ≤ π

2
roterar kring x-axeln. Ber�akna

rotationskroppens volym.

V = π

∫ π
2

0

(sinx+ 2 cosx)
2
dx = π

∫ π
2

0

(
1 + 4 sinx cosx+ 3 cos2 x

)
dx = π

[
x+ 2 sin2 x+ 3

(
x

2
+

sin 2x

4

)]π
2

0

.

Efter ins�attning f�ar vi resultaten V =
π (5π + 8)

4
.

Rotationsvolym som alstras d�a ett kurvsticke roterar kring y-axeln.

14.10 Ber�akna volymen av kroppen som uppkommer d�a ytan mellan x-axeln och kurvan y = e−x
2

roterar kring

y-axeln.

Obs! Ny rotation! R�orformeln. Ocks�a en generaliserad integral: V =

∫ ∞
0

2πxe−x
2

dx = lim
z→∞

π
[
−e−x

2
]z
0
= π.

1



Massa och masscentrum

14.15 Densiteten f�or en tr�ad med l�angden L �ar proportionell mot produkten av avst�anden till tr�adens �andpunkter,

med proportionalitetskonstant k. Ber�akna tr�adens massa och tyngdpunktens l�age relativ till �andpunkterna.

Vi antar att tr�aden �ar endimensionell, eller snarare att den har konstant snittarea �over hela l�angden, och

att den konstanted �ar inbakad i k.

M =

∫ L

0

kx(L− x) dx =

[
k

(
L
x2

2
− x3

3

)]L
0

= k
L3

6
.

xCM =
1

M

∫ L

0

kx2(L− x) dx =
1

M

[
k

(
L
x3

3
− x4

4

)]L
0

=
k

M

L4

12
=
L

2
.

Kurvl�angd

14.30 Ber�akna l�angden av den delen av kurvan y = x2 − 1 som ligger under x-axeln.

Det handlar om den delen av kurvan i −1 ≤ x ≤ 1. L =

∫ 1

−1

√
1 + (2x)2 dx. Efter substitutionen t = 2x f�as

L =
1

2

∫ 2

−2

√
1 + t2 dt =

∫ 2

0

√
1 + t2 dt. Vidare anv�ander vi samma substitution som i 12.38: u = t +

√
1 + t2,

dvs t =
u2 − 1

2u
och det blir:

L =

∫ 2+
√
5

1

(
u− u2 − 1

2u

)
u2 + 1

2u2
du =

1

4

∫ 2+
√
5

1

(
u2 + 1

)2
u3

du =

[
u2 − u−2

8
+

1

2
lnu

]2+√5

1

= 5 +
1

2
ln
(
2 +
√
5
)
.

14.28 Best�am l�angden av asteroiden, x = cos3 t, y = sin3 t, f�or 0 ≤ t ≤ 2π.

Vi har att x′ = −3 cos2 t sin t, y′ = 3 cos t sin2 t. D�armed blir
√
x′2 + y′2 = 3 cos t sint =

3

2
sin 2t. L�angden

blir L = 4 · 3
2

∫ π
2

0

sin 2t dt = −3 cos 2π
2
− (−3 cos 0) = 6.

14.32b Best�am l�angden av den logaritmiska spiralen, x = e−
θ
6 cos θ, y = e−

θ
6 sin θ, f�or 0 ≤ θ. Vi har att

r(θ) = e−
θ
6 och r′(θ) = −1

6
e−

θ
6 . D�armed har vi att

√
r2 + r′2 =

√
37

6
e−

θ
6 och L =

√
37

6

∫ ∞
0

e−
θ
6 dθ =

√
37.

Rotationsareor.

14.35 Ber�akna arean av kroppen som alstras d�a kurvan y = x3, 0 ≤ x ≤ 1 roterar ett varv kring x-axeln.

Enligt formeln f�or rotationsareor har vi A =

∫ 1

0

2πx3
√
1 + 9x4 dx =

[ π
27

(
1 + 9x4

) 3
2

]1
0
=

π

27

(√
1000− 1

)
.

Extra: Samma sak om kurvan y = x2, 0 ≤ x ≤ 1 roterar kring y-axeln. Genom att v�anda p�a axlarna f�as att

A =

∫ 1

0

2πx
√

1 + 4x2 dx =
[π
6

(
1 + 4x2

) 3
2

]1
0
=
π

6

(
5
√
5− 1

)
.
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