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Plana Areor

1
14.2a Arean av omradet mellan kurvorna y = T

——— och = .
e
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Forst bestimmer man skirningspunkten mellan kurvorna, dvs z-virdet sadant att =

1+22  /1+z2

V3
2 1
dvs z = V3. Det blir A :/ < — ) dr. Vi gor integralerna var for sig: A = A; — As.
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V39 s 2
A = / T2 dr = [2arctanz];” = 3™ Till A, anvander vi 6vning 12.38. Vi far
0

Agz/ox/g\/liiﬁdx: [ln(x—i— 1+x2)};/§:1n(2+\/§>. DérmedA:§W—1n<2—|—\/§).

Volym av kroppar med symmetriaxel och snittarea A(z).

14.3 Et tilt har héjden 2m, kvadratisk golvyta med sidan 2m och varje horizontell snitt dr kvadratisk, med
sidan v4 — 22 for 0 < x < 2. Bestim tiltets volym samt volym av luften som finns hogts 1 meter ovanfor
marken.

Hojden x dr en symmetriaxel. Snittarean r kvadratisk, med ytan A(z) = (4 — 2?). Volymen blir

b 3
b 16
V= / (4 —2?) do =4b— 3 Tiltets volym fas med b = 2, dvs §m3. Luftvolym i den nedre delen fas med
0

b=1,dvs Emg.

Rotationsvolym som alstras da ett kurvsticke roterar kring x-axeln.

14.8 Ytan mellan kurvstycket y = sina 4+ 2cosx och z-axeln, fér 0 < z < g roterar kring x-axeln. Berdkna

rotationskroppens volym.

™ ™

3 3 in?2 z
V=7T/ (sinx—|—2cosa:)2 dx:w/ (1+4sinxcosx+30082m) der =7 [w+2sin2x+3(x+sm x)} .
0 0

2 4 0
5w+ 8
Efter insdttning far vi resultaten V = %

Rotationsvolym som alstras da ett kurvsticke roterar kring y-axeln.

14.10 Berédkna volymen av kroppen som uppkommer da ytan mellan z-axeln och kurvan y = e~ roterar kring

y-axeln.

Obs! Ny rotation! Rorformeln. Ocksa en generaliserad integral: V' :/ 2rze™™ dr = lim [—eﬂz} =.
0 Z—00 0



Massa och masscentrum

14.15 Densiteten for en trad med ldngden L ar proportionell mot produkten av avstanden till tradens d&ndpunkter,
med proportionalitetskonstant k. Berdkna tradens massa och tyngdpunktens lage relativ till &ndpunkterna.

Vi antar att traden dr endimensionell, eller snarare att den har konstant snittarea 6ver hela ldngden, och
att den konstanted ar inbakad i k.
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Kurvlangd
14.30 Beriikna lingden av den delen av kurvan y = z2 — 1 som ligger under z-axeln.
1

Det handlar om den delen av kurvani -1 <z <1. L = / v/1+ (22)? dz. Efter substitutionen ¢t = 2z fas
-1

1 72 2
=3 / V1+t2di = / V' 1+t2dt. Vidare anvander vi samma substitution som i 12.38: u =t + /1 + ¢2,
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dvs t = & " och det blir:
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I— _ du=2 WP gu= oL =5+l (2+5).
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14.28 Bestam langden av asteroiden, x = cos® t, y = sin® ¢, for 0 < ¢ < 2.
. , 9, p . 9 i . VORI, . 3 . .
Vi har att ' = —3cos®tsint, y' = 3costsin”t. Dirmed blir \/2'? + y’?2 = 3costsint = 5 sin 2t. Langden

3 [z
blirL:4-§/ sin2tdt:—30052g—(—30050):6.
0

14.32b Bestdm ldngden av den logaritmiska spiralen, x = e~ cos 0, y = e~ ¢ sinf, for 0 < 6. Vi har att

1 / / o0
r(f) = e~ & och 1 (f) = *667%. Dérmed har vi att /r2 + 12 = %e*% och L = %/ e~ 6 do = /3.
0

Rotationsareor.
14.35 Beriikna arean av kroppen som alstras da kurvan y = 23, 0 < = < 1 roterar ett varv kring x-axeln.
! T neytoow
Enligt formeln for rotationsareor har vi A = / 2ra3\/1 4 9zt do = [2—7 (1 + 9z )2} =5 (\/ 1000 — 1).
0 0

Extra: Samma sak om kurvan y = 22, 0 < x < 1 roterar kring y-axeln. Genom att viinda pa axlarna fas att

A= /277:13\/1+4x2dx—[ (1+ 4 )}0 (5v5-1).
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