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Uppgift 13.12d
sin x T
Bestdm derivatan av f(x) = V1—t3dt, 0 <z < 3
cos T
Vi anvinder analysens huvudsats. f(x) &r kontinuerlig och deriverbar, s vi berdknar f’(z) via definitionen

av derivatan. Forst skriver vi om funktionen tydligare: f(z) = f;inz V1= 2dt— [*°" /1 — 2dt. Omskrivningen
géller for vilket som helst tal a i [0,1] och dessutom beror funktionen inte pi a. Nu réknar vi:

. +h) — f(z)
oy S
f(z) Lim o
1 sin(z+h) cos(xz+h) sin z cos
= Ilzln%)ﬁ / \/17t2dt7/ V1—t3dt — V1 —t2dt — V1 —t2dt
- a a a a
1 sin(z+h) cos(xz+h)
= }lllr%ﬁ / \/1—t2dt—/ V1—1t2dt
- sin x cosx
1 sin(z+h) 1 cos(z+h)
= lim — V1 —t3dt — lim — V1—t3dt
h=0 R Jgin 2 h=0 R Jeos s

Det &r tva problem av samma sort dvs en typ som man kinner man igen fran 13.11, 13.12a och 13.12b.
Minustecken fére andra termen k#nnetecknar den nedre integrationsgrinsen. Vi loser var for sig, bada med

medelvirdesatsen. Det finns ett reelt tal ¢ mellan sina och sin(x + h), dvs ¢ = (1 — a)sin(z + h) + asinz
sin(z+h) 1
sadan att }Lim — V1—t2dt = }llin% 7 (sin(z + h) —sinz) /1 —¢2. Nér h —0 sa blir ¢ = sinz och
—

-0 sinx

1
lim 7 (sin(z + h) —sinz) /1 — (2 = coszV1 —sin’x = cos?z (eftersom 0 < z < Z och biigge faktorer ir

h—0
1 cos(z+h) 1
positiva). For det andra fallet har vi }lbim = V1—t3dt = }lbirrb 7 (cos(z + h) —cosx) /1 — (2, dér
- Ccos T -
nu ¢ = (1 — a)cos(z + h) + acosz och med samma procedur fas grinsvirdet till —sin®z. Slutligen blir

f/(z) = cos®x — (—sin®x) = 1. Ett krangligt siitt att beskriva f(z) = z.

Uppgift 13.16 Integraluppskattning

oo

T 1 T
Vi d int | kattni tt < <
isa med integralupps ning a o = kz: P 1a=2va

=0

.. . .
+ —, dér a ir en positiv konstant.
a

Serien bestar av positiva avtagande termer och den tillhérande funktionen f(z) = ar ocksa
a

2
x
positiv och avtagande. Integraluppskattningen séiger att for positiva heltal N s& géller att (eq. 13.28, s 331 i
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Vi berdknar integralen forst, sedan olikheten och sist betraktar vi gransvéirdet d& N — oo.

N N 1
/ —dx = / ————dx. GOr substitutionen t = “=. Det blir:
0 a (fl +1)

2+ a va'

\F a 1 N
/U :c2 T a / tg ey dt = % arctan — Ja Olikheten blir

N
1 N 1
< E < — arctan — + —. Eftersom bade vénster- och hégerled har grinsvirde
a’

arctan — +

\/5 \/6 N2+a k:O f Jva
17 o= 1 T 1
sd har vi att\[§<kz:0 §7§ -

Uppgift 13.18b

T1—t 1
/ ﬂdu. Gor substitutionen ¢ = tanu. Man far J = / ———————dt. Via partialbrak
o l+tanu 0 1—|—t 1+t2)

1 1 t 1 !
- " _Ndt=|ln|1+¢t|-ZIn|1 +# In2.
d /0 <(1+t) 1+t2) [n| +il—gnfl+ |]0 Pl

Uppgift 13.20c

™

4
Berdkna I = / (tan3 z + tan* a:) dzx.
0

dt
Vi anvénder substitutionen ¢ = tan z. Darmed dr x = arctant och dx = 78 Integrationsgrénser blirt =0

1
t
5. Via polynomdivision fas I = / <t2 +t—1+ T t2> dt och
0

1
och ¢ = 1. Dérmed blir I = / GESS)
0 1+t

1 1 1 1
I= [3t3+2t2—t—21n(1+t2)—|—arctanth:2—6—1n2.

Uppgift 13.27c

! arctan f
o VT

Vi forsdker med substitutionen ¢ = v/x och ddrmed 2t dt = dz. Integrationsgrinser forblir ¢ = 0 och ¢ = 1.
Déarmed

! arctan f
o VT

Uppgift 13.30c,d

Berdkna

1 1
1 2t PYCH ¥
= 2/0 arctant dt = 2 [t arctant], — /0 mdt = [2tarctant — In(1 + ¢ )]0 =35~ In 2.

dx

—Inz

e 13.30c: Avgor om integralen / ar konvergent.
1 m

Vi anvénder jamforelsesatsen. For alla = € [1,00) géller att

1 L [T dr
> —. Dessutom &r — divergent
—Inz " =z 1



zZ oo
dx dx
eftersom / — = InZ saknar gransvirde da Z — oco. Darmed ar / ocksa divergent.
1T 1 x—1Inx
< d |
e 13.30d: Avgdr om integralen T a konvergent. Hir anvinder vi en annan sats: lim rEILT
r+1Inz z—=oo ¢ —Inx

1
Dérmed &r integralerna i 13.30c och 13.30d bada divergenta.

Uppgift 13.42

e 2¢ — 4
Avgor om den generaliserade integralen / < 5 dzx &r konvergent och berékna dess virde.
9 (x+4+1)(x2+1)
Anviind forst en jimforelsesats. I omradet [2, 0o) &r f(x) 201 5 (. Dessutomir0 < -+ <1
nvind forst en jamforelsesats. I omréadet [2,00) ar f(x) = . Dessutom &r
) ’ Qr+1)(@2+1) Sort1

1 < dr . -
o g(x). Eftersom /2 o Zlgr(lx) arctanZ — arctan2 = § —

eraliserade integralen med g(z) konvergent och ddrmed &ven integralen av f(z). Nu nir man vet att integralen
ar konvergent aterstar fortfarande att rdkna dess virde, vilket man gér med definitionen.
z
2 —4 20 —4 A Bx+C
Viberédknar forst dz vi tialbrak: delning. = .
i berdknar fors /2 ot 1) @211 x via partialbraksuppdelning et ) @2 +1)  20+1 + o

Dirmed &r A (2 + 1)+ (Bz+C)(2z+1) = 2> (A+2B) + 2 (2C + B) + A+ C =2z — 4. Losningen &r A =

z z
20— 4 —4 2x Z
—4, B=2,C =0, dvs att de = — + ——)dz=[2In2z+ 1| + In(z2 + 1] .
, ,C=0,dvsa /2 CESICES) x /2 <2x+1+x2+1> = [-2In |2z + 1] + In(z® + 1))

Z
Z2+1 <1)
=In({—|-In(<]).
) (2Z +1) o
72 +1 1

5 5
Eftersom lim |In| ————— | —In <> = In —, s& &r integralen konvergent, med véirde In —.
z (2Z +1) 5 4 4

dvs att f(x) < arctan 2 si dr den gen-

. . . 22 +1
Det sista uttrycket kan srivas om till = |In [ ————
(2z+1)

— 00

Uppgift 13.48
2

Bestam konstanten a sa att / (x —a)lnzdz = 0.
1

2 2 2
Viborjar med att dela problemet i tva och gora integralerna: / (x—a) Inzdx = / rlnxdr — a/ Inzdx.
1 1 1
Den forsta integralen tar vi med partialintegration. f dr x och g &r Inz:
2 2 2 2 2 2 272
1 1 3
/1 zlnzdr = [332 lnac}1 —/1 L e = {J; Inzx — ZL =(2mh2-1)- (—1) =2In2— T
2 2 4
Pa liknande sétt far man att / Inzdzr = [xlnx]? —/ r—dr=[zlnz — x]f =(2In2-2)—(-1)=2In2-1.
1 1z

3

Problemet kan uttryckas nu som (2In2 — 3 a(2In2—-1)=0,dvsa = .
4 2In2 -1



