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Uppgift 13.12d

Best�am derivatan av f(x) =

∫ sin x

cos x

√
1− t2dt, 0 < x <

π

2
.

Vi anv�ander analysens huvudsats. f(x) �ar kontinuerlig och deriverbar, s�a vi ber�aknar f ′(x) via de�nitionen

av derivatan. F�orst skriver vi om funktionen tydligare: f(x) =
∫ sin x

a

√
1− t2dt−

∫ cos x

a

√
1− t2dt.Omskrivningen

g�aller f�or vilket som helst tal a i [0, 1] och dessutom beror funktionen inte p�a a. Nu r�aknar vi:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

1

h

[∫ sin(x+h)

a

√
1− t2dt−

∫ cos(x+h)

a

√
1− t2dt−

(∫ sin x

a

√
1− t2dt−

∫ cos x

a

√
1− t2dt

)]

= lim
h→0

1

h

[∫ sin(x+h)

sin x

√
1− t2dt−

∫ cos(x+h)

cos x

√
1− t2dt

]

= lim
h→0

1

h

∫ sin(x+h)

sin x

√
1− t2dt− lim

h→0

1

h

∫ cos(x+h)

cos x

√
1− t2dt

Det �ar tv�a problem av samma sort dvs en typ som man k�anner man igen fr�an 13.11, 13.12a och 13.12b.
Minustecken f�ore andra termen k�annetecknar den nedre integrationsgr�ansen. Vi l�oser var f�or sig, b�ada med
medelv�ardesatsen. Det �nns ett reelt tal ζ mellan sinx och sin(x + h), dvs ζ = (1 − α) sin(x + h) + α sinx

s�adan att lim
h→0

1

h

∫ sin(x+h)

sin x

√
1− t2dt = lim

h→0

1

h
(sin(x+ h)− sinx)

√
1− ζ2. N�ar h →0 s�a blir ζ = sinx och

lim
h→0

1

h
(sin(x+ h)− sinx)

√
1− ζ2 = cosx

√
1− sin2 x = cos2 x (eftersom 0 < x < π

2 och b�agge faktorer �ar

positiva). F�or det andra fallet har vi lim
h→0

1

h

∫ cos(x+h)

cos x

√
1− t2dt = lim

h→0

1

h
(cos(x+ h)− cosx)

√
1− ζ2, d�ar

nu ζ = (1 − α) cos(x + h) + α cosx och med samma procedur f�as gr�ansv�ardet till − sin2 x. Slutligen blir
f ′(x) = cos2 x−

(
− sin2 x

)
= 1. Ett kr�angligt s�att att beskriva f(x) = x.

Uppgift 13.16 Integraluppskattning

Visa med integraluppskattning att
π

2
√
a
≤

∞∑
k=0

1

k2 + a
≤ π

2
√
a
+

1

a
, d�ar a �ar en positiv konstant.

Serien best�ar av positiva avtagande termer och den tillh�orande funktionen f(x) =
1

x2 + a
�ar ocks�a

positiv och avtagande. Integraluppskattningen s�ager att f�or positiva heltal N s�a g�aller att (eq. 13.28, s 331 i
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boken) ∫ N

0

1

x2 + a
dx+ f(N) ≤

∑N
k=0

1
k2+a ≤

∫ N

0

1

x2 + a
dx+ f(0).

Vi ber�aknar integralen f�orst, sedan olikheten och sist betraktar vi gr�ansv�ardet d�a N →∞.∫ N

0

1

x2 + a
dx =

∫ N

0

1

a
(
x2

a + 1
)dx. G�or substitutionen t = x√

a
. Det blir:∫ N

0

1

x2 + a
dx =

∫ N√
a

0

√
a

a (t2 + 1)
dt =

1√
a
arctan

N√
a
. Olikheten blir

1√
a
arctan

N√
a
+

1

N2 + a
≤

N∑
k=0

1

k2 + a
≤ 1√

a
arctan

N√
a
+

1

a
. Eftersom b�ade v�anster- och h�ogerled har gr�ansv�arde

s�a har vi att
1√
a

π

2
≤

∞∑
k=0

1

k2 + a
≤ 1√

a

π

2
+

1

a
.

Uppgift 13.18b∫ π
4

0

1− tanu

1 + tanu
du. G�or substitutionen t = tanu. Man f�ar J =

∫ 1

0

(1− t)
(1 + t)(1 + t2)

dt. Via partialbr�ak

J =

∫ 1

0

(
1

(1 + t)
− t

1 + t2

)
dt =

[
ln |1 + t| − 1

2
ln |1 + t2|

]1
0

=
1

2
ln 2.

Uppgift 13.20c

Ber�akna I =

∫ π
4

0

(
tan3 x+ tan4 x

)
dx.

Vi anv�ander substitutionen t = tanx. D�armed �ar x = arctan t och dx =
dt

1 + t2
. Integrationsgr�anser blir t = 0

och t = 1. D�armed blir I =

∫ 1

0

(
t3 + t4

) dt

1 + t2
. Via polynomdivision f�as I =

∫ 1

0

(
t2 + t− 1 +

1− t
1 + t2

)
dt och

I =

[
1

3
t3 +

1

2
t2 − t− 1

2
ln(1 + t2) + arctan t

]1
0

=
π

4
− 1

6
− 1

2
ln 2.

Uppgift 13.27c

Ber�akna

∫ 1

0

arctan
√
x√

x
dx.

Vi f�ors�oker med substitutionen t =
√
x och d�armed 2t dt = dx. Integrationsgr�anser f�orblir t = 0 och t = 1.

D�armed∫ 1

0

arctan
√
x√

x
dx = 2

∫ 1

0

arctan t dt = 2 [t arctan t]
1
0 −

∫ 1

0

2t

1 + t2
dt =

[
2t arctan t− ln(1 + t2)

]1
0
=
π

2
− ln 2.

Uppgift 13.30c,d

• 13.30c: Avg�or om integralen

∫ ∞

1

dx

x− lnx
�ar konvergent.

Vi anv�ander j�amf�orelsesatsen. F�or alla x ∈ [1,∞) g�aller att
1

x− lnx
>

1

x
. Dessutom �ar

∫ ∞

1

dx

x
divergent
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eftersom

∫ Z

1

dx

x
= lnZ saknar gr�ansv�arde d�a Z →∞. D�armed �ar

∫ ∞

1

dx

x− lnx
ocks�a divergent.

• 13.30d: Avg�or om integralen

∫ ∞

1

dx

x+ lnx
�ar konvergent. H�ar anv�ander vi en annan sats: lim

x→∞

x+ lnx

x− lnx
= 1.

D�armed �ar integralerna i 13.30c och 13.30d b�ada divergenta.

Uppgift 13.42

Avg�or om den generaliserade integralen

∫ ∞

2

2x− 4

(2x+ 1) (x2 + 1)
dx �ar konvergent och ber�akna dess v�arde.

Anv�and f�orst en j�amf�orelsesats. I omr�adet [2,∞) �ar f(x) =
2x− 4

(2x+ 1) (x2 + 1)
≥ 0. Dessutom �ar 0 ≤ 2x− 4

2x+ 1
< 1,

dvs att f(x) ≤ 1

x2 + 1
= g(x). Eftersom

∫ ∞

2

dx

x2 + 1
= lim
Z→∞

arctanZ − arctan 2 = π
2 − arctan 2 s�a �ar den gen-

eraliserade integralen med g(x) konvergent och d�armed �aven integralen av f(x). Nu n�ar man vet att integralen
�ar konvergent �aterst�ar fortfarande att r�akna dess v�arde, vilket man g�or med de�nitionen.

Vi ber�aknar f�orst

∫ Z

2

2x− 4

(2x+ 1) (x2 + 1)
dx via partialbr�aksuppdelning.

2x− 4

(2x+ 1) (x2 + 1)
=

A

2x+ 1
+
Bx+ C

x2 + 1
.

D�armed �ar A
(
x2 + 1

)
+ (Bx+ C) (2x+ 1) = x2 (A+ 2B) + x (2C +B) +A+ C = 2x− 4. L�osningen �ar A =

−4, B = 2, C = 0, dvs att

∫ Z

2

2x− 4

(2x+ 1) (x2 + 1)
dx =

∫ Z

2

(
−4

2x+ 1
+

2x

x2 + 1

)
dx =

[
−2 ln |2x+ 1|+ ln(x2 + 1)

]Z
2
.

Det sista uttrycket kan srivas om till =

[
ln

(
x2 + 1

(2x+ 1)
2

)]Z
2

= ln

(
Z2 + 1

(2Z + 1)
2

)
− ln

(
1

5

)
.

Eftersom lim
Z→∞

(
ln

(
Z2 + 1

(2Z + 1)
2

)
− ln

(
1

5

))
= ln

5

4
, s�a �ar integralen konvergent, med v�arde ln

5

4
.

Uppgift 13.48

Best�am konstanten a s�a att

∫ 2

1

(x− a) lnxdx = 0.

Vi b�orjar med att dela problemet i tv�a och g�ora integralerna:

∫ 2

1

(x− a) lnx dx =

∫ 2

1

x lnx dx− a
∫ 2

1

lnx dx.

Den f�orsta integralen tar vi med partialintegration. f �ar x och g �ar lnx:∫ 2

1

x lnx dx =

[
x2

2
lnx

]2
1

−
∫ 2

1

x2

2

1

x
dx =

[
x2

2
lnx− x2

4

]2
1

= (2 ln 2− 1)− (−1

4
) = 2 ln 2− 3

4
.

P�a liknande s�att f�ar man att

∫ 2

1

lnxdx = [x lnx]
2
1 −

∫ 2

1

x
1

x
dx = [x lnx− x]21 = (2 ln 2− 2)− (−1) = 2 ln 2− 1.

Problemet kan uttryckas nu som

(
2 ln 2− 3

4

)
− a (2 ln 2− 1) = 0, dvs a =

2 ln 2− 3
4

2 ln 2− 1
.
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