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Ex 15.7 s 361 i boken

En bakteriekultur vixer med en hastighet som &r proportionellt till antalet bakterier vid varje tidpunkt. I
bérjan #r antalet bakterier 4 - 10° och tva timmar sennare finns det 10® bakterier. Bestim ett uttryck for
antalet bakterier som funktion av tiden.

v = ky, y(0) =4-10°% y(2) =108

Integrerande faktormetoden pa ekvationen 3y — ky = 0. Faktorn framfor y #r konstanten —k, med primitiv
-kt och integrerande faktor e~*t. Alltsa
e—kty/ _ ke—kty =0

Vansterleden ar en “full” derivata, dvs att (e*kty)/ = (0. For att bestamma en primitiv, notera att nér derivatan

ar noll sa &r primitivfunktionen konstant, dvs att (e*kty) = C och pa samma sitt y(t) = CeF’. Dessutom vet
vi att

y(0) = 4-10°=Ce"
y(2) = 10% = CeM?
1 108 1
Dirmed blir det C' = 4 - 10° och k = 3 In (4 106) = §1n25 = In5. Alltsa ar y(t) = 410%™ = 4. 1055,

Rimlig for all framtid? Efter 5 dagar skulle méngden bakterier vara 3(120) = 4 - 10°5'2°. Ofattbart stort.

Uppgift 15.2
Los begynnelsevirdesproblemet zy’ = Inz, y(l) =2.

1
Vi har alltsd ¢’ = 2T och séker en primitivfunktion. Det gjorde vi i uppg. 12.11.d och far alltsa att
x

1
(In1)*> + C, alltsd C = 2 och y(z) = 2 + 3 (Inz)?.

M| —

1
y(x) = 3 (Inz)*+C. Begynnelsevillkoret ger att y(1) = 2 =

Uppgift 15.6

Los begynnelseviirdesproblemet (1 +2°)y — 2y = z, y(0) = 2.
x

Vi skriver om till 3" — Primitiven vi behdver ar —% In (1 + x2), och integrerande faktorn

T+227 1522

1 2 1 1 T T 1 ' x
blir e~ (1+2%) = —_—___ Vidare har vi att y - Y= och da (y) = —.
V1 + 22 VI+a®" (14227 (1+a2)? V1 + 22 (1+22)2

1 1
— =
V14 22 (1+x2)%
C=3ochy(z)=3v1+a22-1

+ C och dérefter blir y(z) = Cv/1+ 22 — 1. Begynnelsevillkor ger

En primitiv blir:



15.8d Integrerande Faktor
Los ekvationen (z +1)(z +2)y —y=1, y(0)=2, x> -—1.

1
Eft > -1,k i skri kvati till ' — = . E imitiv till
ersom x an vi skriva om ekvationen till y EESVEr 2)y EES)EE) n primitiv ti
1 2
faktorn —————  ar In Ttz (inga absolutbelopp behovs eftersom x > —1). Integrerande faktorn blir
(x4 1)(x+2) z+1
T+ 2 r+2, 1 1

(z) = 1 och ekvationen skrivs om till . Vénsterled &r en “full-derivata”,
x

r+17 T @+12! T @12

r+2, 1 z+2 Y\ . e . (z+2 1
dvs o Y e 1)2y = (w " 1y> = o 1)2.V1tar primitiv pa bada sidor och far (x—I—ly) =271 +C,
1 1 1 C 5 4
dvs y(x) = 212 + ii2 Begynnelsevillkor ger y(0) = 2 = —3 + E,dvs C =5. Dvs att y(z) = 5_’—_1—2 .

Uppgift 15.14

dl
Strommen I i en ERL-krets kan beskrivas med differentialekvationen £ = RI + LE’ nér strombrytaren sluts
vid ¢ = 0. Bestdm I(t) om 1(0) = 0.

I R E R Rt
Vi har att U + Z[ =T En primitiv till konstanten 7 ar T och man far den integrerande fak-
t t dI t E t t ! E t
torn et med vilken vi skriver eRTE + %eRTI = feRT. Det blir alltsa (eRTI> = feRT. En primitiv

¢ E R E ¢ E
fas genom el = EeRT + C och dérmed blir I = 0 +Ce T, Begynnelsevillkor ger I(0) =0 = 0 + Coch

E
dérmed I(t) = = (1 - e*%). Strommen véxer exponenciellt fran noll till det stationira virdet man kdnner

till fran Kirchoffs lagar.

15.16 Lasetal

En fabrik slappte under 40 ars tid ut fororening i marken med det konstanta massflodet 3ton/ar. Samtidigt av-
dunstade fororeningarna med ett fléde som var proportionell mot mangden férorening i marken i varje 6gonblick.
Métningar visar att avdunstningen var 5% per ar. Hur stor massa fororening fanns enligt modellen da utslappen
upphorde? Anta att marken var ren nar utslappen borjade.

Lat y(t) vara méngden fororening i marken vid tiden ¢. Massbalans ger att ' =in-ut, dvs 3’ = 3 — 0.05y
samt att y(0) = 0. Dvs att

y' + 0.05y = 3. Integrerande faktor blir G(t) = %% och metoden ger att €205y’ 4 €0-05/0.05y = 30-05¢

3 3
eller (eo'osty)’ = 300, Primitiv av detta ger %%y (t) = meo'%t + C och darmed y(t) = 008 + Qe 005t
5 . .

Begynnelsevillkor ger y(0) =0 = 0.05 + C. Losningen blir y(t) = % (1 — . Efter 40ar finns i marken

y(40) = 60 (1 — e~?) ton fororeningar.

6—0.0515)

15.31 Variabelseparation

Modell for tillvaxt av populationer: Lat antalet individer vid tiden ¢ vara y(t). Tillviixten styrs av differen-
tialekvationen % =ry(K —y), dir r, K ir positiva konstanter. Vid ett forsok var y(0) = 10%, y(1) = 2 - 10*
och 10° efter mycket ldng tid. Vilka virden pa r, K ges av forsoket?

d
= rdt och integrerar bagge led: / 734) = /rdt eller In (Ky> =Krt+ KC.

Vi separerar genom
y(K —y

Yy
y(K —y)



AeKTiq—sl—(l’
dir A = e &r en konstant. Vi har ytterligare 3 vilkor for att bestdmma konstanterna: y(0) = 10* = A1
AK 1
y(1) =2 x 10* = Ak 1 Samt tlim y(t) = K = 10°. Efter lite arbete med algebran fas K = 10°, A = g’ ek
—00
10° (§
Svar: y(t) = (3)
9+ (9)'

15.37b Homogena 2a. ordningens diffekv med konstanta koefficienter

Los ekvationen y” — 4y’ + 4y = 0.

Karakteristiskt polynom r2 — 4r +4 = 0 dvs (r — 2)? = 0, dubbelt nollstille, allminna lésningen #r da
y(z) = (Az + B) e?
15.37c Los ekvationen i’ — 6y’ + 10y = 0.

Karakteristiskt polynom r2 —6r +10 = 0 dvs (r —3)?+1 = 0, med komplexa nollstillen = 3+i. Losningen
ar y(r) = e3* (Acosx + Bsinz).

Partikularlosning: Nagra exempel

15.45 Bestim alla reella 16sningar till ekvationen y” + 4y = 2%. Béstdm den 16sning som uppfyller begynnel-
sevillkoren y(0) = 0 = 3/(0).

Lésningen dr summan av en partikulérldsning v, (x) och den allménna l6sningen till den homogena ekvationen
yi + 4y, = 0. Vi borjar med den homogena 16sningen. Karakteristiskt polynom r% 4+ 4 = 0, med rétter r =
+2i. Dérmed yp,(z) = D cos 2z + F'sin 2z. For partikularlosningen noterar vi att hogerleden ar ett andragrads
polynom och att koefficienten framfér y i ekvationen inte ir lika med noll. D& féreslar vi y,(z) = Az* + Bz +
C. Dérmed y,(z) = 2Az + B och y,(r) = 2A. Inséttning i ekvationen ger 24 + 4 (Ax2 + Bz + C’) =22

Dvs att 4422 + 4Bz + 4C + 24 = 2%, Detta ger A = i B=0, C= —é, samt att y,(zr) = ixQ ~ 3 Den
allménna 16sningen till hela ekvationen &r da y(z) = ixQ - é + Dcos2x + F'sin2z. Begynnelsevillkoren ger
att y(0) = —é + D = 0 och y(0) = 2F = 0. Begynnelsevirdetsproblemet har da den entydiga 16sningen
y(z) = 1.’1,'2 1 + 1Cos 2x.

4 8 8
15.55 Los ekvationen 3’ — 3y’ + 2y = €% cosz.

Vi borjar med den homogena 16sningen, dvs yj — 3y}, + 2y, = 0. Karakteristiskt polynom #r r% — 3r + 2,
med nollstillen » = 1,2 . Vi har att y;,(z) = Ae® + Be**. For partikuldrlosning noterar vi att hogerled kan
skrivas som €% cosz = PRe(e+)7). Vi soker da partikuldr 16sning till ekvationen g, — 3y}, + 2y, = e+9®
och sedan tar vi Se. Hogerled #r en exponential si vi borjar med att foresla yp(z) = 2z(2)e3+)7  dar
polynomet z(z) aterstar att bestimmas. Vi far forst att y,(z) = (2/(x) + (3 +i)z(z)) eB+)? samt y)/ (z) =
(2" () + (6 4 20)2'(x) + (8 + 6i)2(x)) eBT9%. Efter insittning far vi att
(2" () + (6 + 20)2' () + (8 4 6i)z(2)) eBFIT — 3 (2 (x) + (3 +1)z(x)) BT 4 22(2)eB+)T = BHIT
Efter forenkling far vi att 2”(z) 4+ (3 + 2i)2'(z) 4+ (1 + 3i)z(z) = 1. Enklaste polynom som uppfyller ekvationen

ar z(x) = 53 - 10 (1 — 3i). Slutligen fas partikuldrlésningen via
1 - 1
yp(x) = Reyi(z) = Re (10 (1—3i) 6(3_‘_1)1) = Eegr (cosz + 3sinx). Losningen blir:
1
yp(x) = Ee?’m (cosx + 3sinz) + Ae® + Be?”.



