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Uppgift 6.52d

Dela upp p(x) = x4 + 1 i reella faktorer av l�agsta m�ojliga grad.

F�orst faktoriserar vi polynomet bland de komplexa talen. p(z) = 0 har exakt fyra r�otter, som uppfyller

ekvationen z4 + 1 = 0. Med hj�alp av pol�arform kan ekvationen skrivas om till z4 = R4ei4ϕ = −1 = eiπ. Allts�a
�ar R ett positivt tal vars 4:e potens �ar 1, dvs R = 1. Samtliga l�osningar f�as av de olika v�arden f�or 4ϕ = π+2kπ,
dvs ϕ = π

4 + k π
2 , som ger skilda tal, n�amligen ϕ = {π

4 ,
3π
4 , 5π

4 , 7π
4 }. Detta ger r�otterna z1 = 1√

2
(1 + i),

z2 = 1√
2
(−1 + i), z3 = 1√

2
(−1− i), z4 = 1√

2
(1− i). Det komplexa polynomet kan faktoriseras med 4 st

komplexa faktorer av grad 1, dvs

p(z) = (z − 1√
2
(1 + i))(z − 1√

2
(−1 + i))(z − 1√

2
(−1− i))(z − 1√

2
(1− i))

Fr�agan var dock att best�amma reella faktorer. Faktorerna kan grupperas tv�a och tv�a s�a att de �ar reella,

eftersom (z− 1√
2
(1 + i))(z− 1√

2
(1− i)) = z2− z

√
2+1 och (z− 1√

2
(−1 + i))(z− 1√

2
(−1− i)) = z2+ z

√
2+1.

D�armed blir

p(x) =
(
x2 − x

√
2 + 1

)(
x2 + x

√
2 + 1

)
.

Uppgift 6.67

Det �nns ett komplext tal som �ar rot b�ade till andragradsekvationen z2 + (2 − i)z + 3 − i = 0 och till tredje-

gradsekvationen 2z3 + 3z2 + 2z − 2 = 0. L�os b�ada ekvationerna.

Vi kallar det talet f�or z1 = a+bi. Ins�attning i andragradsekvationen ger (a+ ib)2+(2− i)(a+ ib)+3− i = 0,
dvs a2−b2+2a+b+3+i(2ab−a+2b−1) = 0 vilket kan skrivas om till (a2−b2+2a+b+3)+i(2b−1)(a+1) = 0.
Antingen �ar a = −1 och i s�a fall −b2 + b + 2 = 0, dvs b = 2 eller b = −1, eller ocks�a �ar b = 1

2 och i s�a fall

a2 + 2a + 13
4 = 0, men den h�ar ekvationer har inga reella l�osningar. Allts�a �ar z1 = −1 − i och z2 = −1 + 2i

l�osningarna till andragradsekvationen. En av dessa tv�a �ar l�osningen till tredjegradsekvationen. Vi testar:

2(−1 + 2i)3 + 3(−1 + 2i)2 + 2(−1 + 2i)− 2 = 9− 12i och 2(−1− i)3 + 3(−1− i)2 + 2(−1− i)− 2 = 0, s�a z1 �ar

en rot av tredjegradsekvationer. F�or att hitta de �ovriga r�otterna noterar vi f�orst att tredjegradsekvationen har

reella koe�cienter, s�a z2 = −1 + i �ar ocks�a en rot. F�or att hitta den resterande roten g�or vi polynomdivision:

2z3 + 3z2 + 2z − 2 = 2(z + 1 + i)(z + 1− i)(z − 1
2 ). Det blir allts�a z3 = 1

2 .
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