11. Stokastiska processer med
diskret tid

11.1. Inledning

Teorin for stokastiska processer (eng: stochastic processes) ir en betydelsefull
del av sannolikhetsteorin. Den har utvecklats mycket snabbt under senare
decennier och har ménga tillimpningar, bl a inom naturvetenskap och teknik.
Man anvinder den t ex for att studera, hur bakteriepopulationer utvecklas,
hur radioaktivt sonderfall sker, hur pakinningen pd en bilaxel varierar vid
kérning, hur trafiken varierar i en vigkorsning eller hur kder uppkommer pa
ett postkontor.

Teorin ar bade omfattande och invecklad, och denna bok handlar bara
om nagra grundldggande delar (se litteraturforteckningen for utférligare
redogorelser). Av praktiska skél uppdelas framstéllningen i tva kapitel, 11 och
12, som &gnas at processer med diskret tid resp kontinuerlig tid.

I § 11.2 ges exempel och aflminna definitioner, § 11.3 och § 11.4 handlar
om Markov-kedjor och § 11.5 om forgreningsprocesser.

11.2. Exempel och definitioner

Vad en stokastisk process med diskret tid dr, inser man enklast genom att
se pa nagra exempel.

Exempel 1. Slumpvandring mellan heltalspunkter

I § 9.2 berittades det om slumpvandring. Vi skall beskriva situationen om igen i nagot
annorlunda ordalag och anldgga nya aspekter pa den: Betrakta en ’punkt’ som med
start i origo vid #=0 ror sig vid tidpunkterna t=1, 2, . . . regelbundet ett steg &t hoger
samtidigt som den forskjuts uppat enligt fljande regel: Forskjutningen dr 1 med
sannolikheten p och 0 med sannolikheten ¢g=1—p; forskjutningarna vid olika
tidpunkter sker oberoende av varandra. Punkten kommer alltsd att féreta en
slumpvandring mellan heltalspunkter, s4 som den heldragna brutna kurvan i Fig 11:1
anger.
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Om man later punkten starta pa nytt, far man en ny kurva; se den streckade kurvan
i figuren. Om man flera gnger utfér samma procedur, fair man kurvor vars utseende
slumpmissigt kommer att skilja sig mer eller mindre fran varandra.
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Fig 11:1. Slumpvandring mellan heltalspunkter.

Det ar sddana »slumpkurvor» som man studerar inom teorin for stokastiska
processer. For att f& en modell for hur de uppkommer infér man for varje heltalstid-
punkt ¢ en s.v. X(#) som anger den totala férskjutningen i lodrit led rdknat fran den
horisontella axeln.

S4 lange man betraktar en enda tidpunkt ¢, 4r situationen vélbekant. Vi far da en
s.v. X(t) som ar Bin(t, p); jfr § 9.2. Det nya &r att vi, for att kunna studera
slumpkurvornas hela férlopp, samtidigt méste betrakta flera tidpunkter t=1, 2, . . ..
Slumpkurvornas uppférande bestims tydligen av utfallet av en foljd X(1), X(2), ...
av beroende s.v. Denna foljd eller, som man ofta siger, familj av s.v. {X(?),
t=1, 2, ...} r ett exempel pa en stokastisk process med diskret tid.

Om vi tianker oss att slumpvandringen slutar vid tidpunkten {=£, blir den
stokastiska processen nagot vilbekant: familjen {X(t), t=1,2, ..., k} bliren
k-dimensionell s.v. O

Exempel 2. Allmiin slumpvandring

Vi generaliserar nu reglerna for slumpvandringen i Ex 1 s3 till vida att forskjutning-
arna i lodrit led vid ¢=1, 2, ... antas vara oberoende s.v. ¥}, Yy, . . . med en generell
fordelning. Denna fordelning kan vara diskret eller kontinuerlig, och vi tilliter negativa
varden pa forskjutningen. I Fig 11:2 antyds hur slumpvandringen kan komma att
forsigga. - '

Liksom forut foranleds vi att infora en familj {X(2), t=1, 2, ...} av s.v. Den
stokastiska process med diskret tid som vi d& fir har manga praktiska tillimpningar.
LAt oss ta ett ekonomiskt exempel: X(¢} ar ett foretags tillgdngar i kronor vid tidpunkten
¢ och ¥; alltsd dndringen av tillgingarna fran tidpunkten ¢—1 till . Som exempel pa
ett problem som da kan vara av intresse kan man nimna foljande: Hur stor 4r
sannolikheten att foretaget blir ruinerat vid nagon av tidpunkterna ¢t=1, 2, . . ., &, dvs
annorlunda uttryckt: Hur stor 4r sannolikheten att X(¢)<0 fér ndgot t=1, . . ., k? (Detta
ar ett svart problem, som vi inte kommer att nirmare diskutera i denna bok.)
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Fig 11:2. Allmén slumpvandring. : O

Exemplen inspirerar oss till f6ljande

Definition. En stokastisk process med diskret tid ar en familj {X(1)} av
andligt eller upprikneligt odndligt antal s.v. 0

I stillet for »diskret tid» siger man ibland »diskret parameter». Orsaken 013
hartill ir att variabeln ¢ inte alltid 4r en tidsvariabel:

Exempel 3. Tjockleksvariationer hos garn.

Tjockleken hos garn mits i punkter ¢=1, 2, . . . riknat frén en limplig nollpunkt (se 014
Fig 11:3). Om X(t) &r tjockleken i punkten ¢, kan tjockleksvariationerna beskrivas med
hjilp av en stokastisk process {X(¥), ¢=1,2,...}.

4

25

20
15

10

12345 ., ....

Fig 11:3. TjockleksVatiationer hos garn.
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Ligg mirke till att beroendet mellan olika medlemmar i familjen i detta fall kommer
att avhinga av deras inbordes avstand, sirskilt om det konstanta avstandet mellan
punkterna ir litet. Narbeldgna s.v. X(t} och X(t+1) kommer att vara starkt beroende,
medan beroendet mellan s.v. pa ldngre avstand blir svagare. Vid modellbygget maste
man alltsd konstruera processen si att den har denna egenskap.

Man maste klart skilja mellan den stokastiska processen och de véarden
som den antar d& den observeras vid ett visst tillfslle (pi samma sitt som man
maste skilja pﬁ en s.v. och ett av dess utfall). For att podngtera detta infor vi_
foljande terminologi: Den slumpkurva som uppstar, da processen observeras
en ging, kallas en realisering av processen (eng: realization). I Fig 11:1, 11:2
och 11:3 aterges alltsa realiseringar av resp processer.

Vi skall infora ytterligare nigra termer. En stokastisk process kallas vdxande
eller avtagande, allt eftersom processens realiseringar dr vixande eller avta-
gande. '

Viktig ar foljande

Definition. Om alla s.v. som ingér i processen ar diskreta, foreligger det en
diskret stokastisk process; om alla s.v. dr kontinuerliga, foreligger det en kontinuerlig
stokastisk process. O

I Ex 1 har vi alltsé ett exempel pa en diskret stokastisk process med diskret
tid, i Ex 3 ett exempel pé en kontinuerlig stokastisk process med diskret tid.
Det finns ménga intressanta speciella typer av stokastiska processer med
diskret tid. Tva sadana typer behandlas i fortsdttningen, ndmligen Markov-
kedjor och forgreningsprocesser.
n
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11.3. Markov-kedjor

Teorin for Markov-kedjor dr omfattande och anvindbar i manga praktiska
sammanhang: De grundldggande egenskaperna behandlas i detta och féljande
avsnitt. '

(a) Definitioner och exempel
En Markov-kedja {X(t), t=0, 1, 2, ...} ar en diskret stokastisk process med
diskret tid som uppfyller Markov-villkoret: For alla n=2 giller att

P[X(n)=x,X(0)=x0, X(1)=x1, . . ., X(n—1)=2s-1]=

(1) —_—P[X(n):xan(n“l):xn—l] .
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Informellt uttryckt innebér detta foljande: Om man kidnner processens
virde X(n—1) vid tidpunkten t=n—1 och énskar uttala sig om dess virde X(n)
vid nista tidpunkt £=n, har man ingen glidje av att dessutom kidnna processens
virden X(0), . . ., X(n—2) for foregdende tidpunkter; detta ger ingen ytterligare
information. (Betriffande beteckningssittet i (1) jfr § 2.5.)

De olika virden som X(#) kan anta kallas tillstdnd och betecknas Ej, E,
Es, . ... Denna terminologi dr praktisk, ty man kan da inkludera situationer
da processen inte antar kvantitativa virden. (Exempel: E)=elev sover, Ey=elev
iter, Es=elev pa foreldsning, . ..). Om antalet tillstdnd ar dndligt, sidges
kedjan vara dndlig.

En realisering av en Markov-kedja kan se ut som i Fig 11:4:

Es 1 X x x
N Es 1 x

E; % 4

Ex 4 x

‘Ey 4 X X

-

Fig 11:4. Realisering av Markov-kedja.
Sannolikheten att processen vid ¢=n &r i ett visst tillstdind E; skrivs
(2) piW=P(X(n)=E)

och kallas en absolut sannolikhet. Givetvis 4r El p™W=1. Av stor betydelse ar,
som framgar av Markov-villkoret, sannolikheter av typen

(3) pi(n)=P[(X(n)=E}|X(n—1)=E] .

"Detta kallas en dvergdngssannolikhet och ar den betingade sannolikheten att

processen skall vara i E; vid t=n, om den var i E; vid t=n—1. I fortsittningen
antages att dvergangssannolikheterna inte beror av n, s& att man kan skriva
pij(n)=p;. Matrisen

priprapis. ..
p=|p21b22p23 . ..
p31032 033 - - .

o
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kallas dvergdngsmatrisen. Varje radsumma .i pi 1 en saddan matris ar 1, ty
denna summa anger sannolikheten att, om processen vid en tidpunkt
befinner sig i E;, den vid nista tidpunkt 6vergar till ndgot av tillstinden Ej,
E,, ..., och det ir ju en sidker hindelse.

Om speciellt kedjan &r indlig och omfattar, sig, N olika tillstand, &r P en
NXN matris.

Exempel 4. Partibyte

I ett land finns tva partier, ¥ och H. En person, som deltar i val vid tidpunkterna
t=0, 1, 2, . . ., kan varje ging befinna sig i ettdera av tvi tillstdnd: E;=rbsta pa ¥,
Ey=rbsta pa H. Om han vid ett visst val réstar pa V, antas sannolikheten vara 1—f att
han dven nista gng rdstar pA ¥. Om han déremot rstar pa H, ir sannolikheten 1—a
att han dven nista ging rostar pd H. Tidigare val antas inte paverka hans uppférande.
Under dessa forutsittningar regleras personens partival av en Markov-kedja med
Gvergangsmatrisen

pe [1—/3 B

a l-a

Vi antar att 0<a<1, 0<f<1. O

Exempel 5. Hasardspel med begrinsade kassor

Spelarna 4 och B kastar krona och klave med ett vilgjort mynt. Om krona kommer
upp, far A 1 krona av B. Om klave kommer upp far B 1 krona av 4. Spelarna har fran
borjan 2 kronor vardera. Spelet slutar di ndgon av spelarna 4r ruinerad. Spelets forlopp
kan beskrivas med en Markov-kedja med fem tillstind Eo, Ej, . . ., E4, dir E;=»4:s
kassa ér i kronor». Overgdngsmatrisen ar

N
‘ 1 0 0 0 O
/2 0 1/2 0 0
P= 0 1/2 0 172 0
0 0 1/2 0 1/2

0 0 0 0 1

Da ]}rocesscn befinner sig i Ep eller E4 4r A resp B ruinerad. O

Nir p;=1 kallas E; ett absorberande tillstand. I Ex 5 dr Eg och Ej.
absorberande. Nir processen hamnat i ett sadant tillstand kan den inte komma
ur det igen. '

Exempel 6. Ehrenfests diffusionsmodell

I tva behallare A och B finns det inalles a molekyler. Vid var och en av tidpunkterna
t=1, 2, ... viljer man en molekyl slumpmissigt och flyttar 6ver den till den andra
behallaren. Lat E; (i=0, 1, . . ., a) betyda att det finns ¢ stycken molekyler i A och alltsa
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a—i stycken i B. Antag att systemet vid t=n—1 befinner sig i E;. Nista gdng kan det
befinna sig i E;+1 eller i E;—). Den forstnimnda fordndringen intriffar om man véljer
en molekyl i B, vilket tydligen intraffar med sannolikheten (2—i)/a, och den sistndmnda
om man viljer en i 4, vilket intriffar med sannolikheten i/a. Overgangsmatrisen blir (om
vi for tydlighets skull sitter ut index for E i kanterna)

0 1 2 3 4 ... a2 a-1 a
o [o 1 0o o 0]
gl
a . a
2 0o 2 o 2229 0 0 0
’ a a
P= oo e
ae-1]0 0 0 o0 o0 a1l o 1
a a
a 0 0 0 0o 1 0 O

(b) Overgangssannolikheter av r:te ordningen

Storheterna p;; i 6vergdngsmatrisen anger sannolikheterna for 6vergang i ett
steg frin ett tillstdnd till ett annat. Vi kan uttrycka detta genom att skriva
pi=P(E;— E; i1 steg). Allmdnnare definierar vi dvergdngssannolikheter av r:te
ordningen

(4) pi"=P(E;— Ejir steg) (r=1,2,...).

L4t oss forst berdkna évergangssannolikheterna av 2:a ordningen. For att
processen i tvd steg skall komma fran E; till E; méste den passera négot tillstdnd
E, efter ett steg, dvs vi méste ha E; — E,— E;. For varje fixt v 4r, enligt

definitionen pa en Markov-kedja, tillhérande sannolikhet lika med p;,p,;.
Summering 6ver alla tinkbara » ger

i P=3 pupy; -

Detta ir ju regeln for matrismultiplikation, och det dr tydligen praktiskt att
inféra matrisen

P =(p;?).
Vi har i sjalva verket visat att

PO=p2,
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Allmint infor vi matrisen
5) PO=(py).
Da giller
Sats 1. P(V=P". | a
Man kan bevisa satsen t ex med induktion.
Vidare giller

Sats 2. (»Chapman—Kolmogorovs sats»)

Pr+s)=pi)pls), O

Bevis: Man kan anvinda Sats 1 eller resonera si har: E; — E; 17+s steg
intraffar om E; — E, i r steg och dérefter £, — E; i s steg. For fixt v ar
tillhérande sannolikhet pi,,(’)p,,j(‘). Summation éver v ger

pij(rﬂ):% piv(r)pvj(S)
och dirmed ir satsen bevisad. 0

Exempel 4. Partibyte (fbrts)
Vi har enligt Sats 1

PO = [ B B Hl—ﬁ B ]._. [ (1-B)*+ap B(1 -ﬁ)+ﬁ(1 )

a l-a|| a 1—a 1-B)+a(l—a) a,6+(1—a)
varur dvergingssannolikheterna av 2:a ordningen kan avldsas. O
’ B ]
(c) Absoluta sannolikheter

Vi antar att processen vid ¢=0 startar i E; med en given sannolikhet £
Radvektorn (observera: litet p)

(6) pO=(p @, po©@, .. )
kallas startfordelningen eller startvektorn. Summan av sannolikheterna i denna

vektor 4r givetvis 1. (Om processen sikert startar i ett visst tillstand, sig 1 Ey,
ar p1© lika med 1 och dvriga sannolikheter 0.) -
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Med hjilp av startvektorn och dvergangsmatrisen kan man i princip
studera processens uppforande. Lat, liksom i (2), £ betyda sannolikheten
att processen ir i E; vid ¢=n. Infor, analogt med startvektorn, radvektorn

(7 P(")=(]71("), ™, ...
Med samma resonemang som vid beviset av Sats 2 inses att
(8) pM=pO) pn,

Exempel 4. Partibyte (forts)

Antag att den okunnige viljaren vid forsta val efter uppniadd »valmyndighetsélder»,
kastar krona och klave med ett vilgjort mynt men sedan héller fast vid V-partiet med
sannolikheten 0.90 och vid H-partiet med sannolikheten 0.70. Vid ¢=1 far vi

M= 090 0.10|_
pM=(1/2 1/2) [0‘30 0.70 (0.60 0.40).
Med sannolikheten 0.60 viljer personen alltsd Vipartiet, med 0.40 H-partiet. |

Vi skall nu inféra begreppet stationir fordelning. Lat
7,"=.(7T1, my . . ‘)

vara en sannolikhetsvektor. Starta processen genom att vilja p(O=7. Om
p(")=7r for alla n=1, 2, . . ., sdges 7 vara en stationdr fordelning. Sannolikheten
att processen ir i ett visst tillstind E; 4r da alltid densamma nir den dn
observeras (nimligen lika med 7;). Om man tar n=1 i (8) ser man att 7 dr
Iésning till ekvationen

T=nP.

Denna 16sning ir ofta, men inte alltid, entydigt bestimd. Vi dterkommer till
denna ekvation senare.

Exempel 4. Partibyte (forts)

L&t oss se pa dvergangsmatrisen

P___/[l—ﬂ B

a l—-al’

Ekvationen =P blir utskriven

929
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m=m(l—8)+ma
mo=mpP+me(l—a).

Den satisfieras av sannolikhetsvektorn
7=(a/(a+p), B/(a+p))

som allts3 3r en stationir fordelning. Losningen ar entydig. ]

11.4. Mer om Markov-kedjor

(a) Klassificering av en Markov-kedja och dess tillstand

Vi skall beritta om bestindiga och obestindiga tillstind samt om irreducibla
Markov-kedjor.

LAt processen starta i ett visst tillstand E;. Kommer den att dtervanda dit
négon ging? Svaret ir trefaldigt: Ibland sker det sakert, ibland med en viss
sannolikhet mellan 0 och 1, ibland inte alls.

Sannolikheten att processen vid tidpunkten ¢=n for forsta gangen efter
starten i E; pa nytt befinner sig i E; betecknas /™. Summan

ﬁi=ﬁi(l)+ﬁi(2)+. ..
anger sannolikheten att processen forr eller senare pa nytt befinner sig i £;.

Definition. Om f;=1 siges tillstindet E; vara bestindigt. Om f;<1 siiges E;
vara obestindigt. O

(De engelska termerna ér recurrent, ibland persistent, resp transient.) Om E;
ir bestindigt, dterkommer processen sikert till E;. Nér den atervander, startar
processen pa nytt fran E; och kommer alltsd att Atervinda dnnu en ging, osv.
Den kommer foljaktligen att om och om igen &tervinda, oandligt ménga ganger.

Om diremot E; ir ett obestindigt tillstind, atervander processen till E; med
en sannolikhet f;; som r mindre 4n 1. Det finns alltsd en positiv sannolikhet
1—f; att den aldrig kommer till E; igen.

Exempel 7.

Lat 6vergdngsmatrisen vara

1 0 0
P=|2/3 0 1/3]|.
0 3/4 1/4
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Vi skall underséka vilka tillstdnd som ar bestindiga och vilka som &r obestandiga.
Vi ser att E} dr absorberande. Fér ett sidant tillstand ar fi;(V=1 och alltsi f;;=1;
saledes 4r E) ett bestindigt tillstdnd. Lt oss ddrnist underséka Ey. Om processen startar
i Eg, kan den inte vara dér dven vid t=1, ty p99=0; alltsi blir f22(1)=0. Diremot kan
den vara i Ey vid t=2; detta sker under forutsittning att forst £3 och sedan Ej intriffar;
sannolikheten for detta dr (1/3)(3/4)=1/4; allts blir f592=1/4. Allmint atervinder
den till Ep vid t=n, dir n=2, med sannolikheten f3oW=(1/3)(1/4)"~2(3/4). Féljaktligen
ar .

= 3 "_2=l -—.1.=
Sao== X (1/4) 4/(1 4) 1/3<1.

1
4 n=2
Tillstindet Ej dr alltsd obestindigt. P4 liknande sitt visas att E3 ar obestdndigt. O

Vi skall nu se pa tva tillstind samtidigt. Tillstdnden E; och E; siges
kommunicera tvdsidigt med varandra, om det med positiv sannolikhet gir att
komma frén E; till E; och vice versa, dvs om pij(’)>0 for Atminstone nigot r=1,
2, .. ., och likasé p;(V>0 for Atminstone nigot 7. Om det 4r méjligt att komma
fran E; till E; men inte fran E; till E; siges E; kommunicera ensidigt med E;.

Exempel 7 (forts)

Se pa 6vergdngsmatrisen. Man kan komma fran Ej till E3 och vice versa; alltsa
kommunicerar dessa tillstind tvasidigt med varandra. Vidare inses att bade Ey och
E3 kommunicerar ensidigt med E}. o

Vi anger utan bevis en virdefull sats:

Sats 3. Om tva tillstind kommunicerar tvésidigt med varandra, ir antingen
bada tillstinden bestidndiga eller bida obestindiga. - O

Vi skall nu se pad hela Markov-kedjan pa en ging. En Markov-kedja siges
vara irreducibel om alla dess tillstind kommunicerar tvasidigt med varandra. En
kedja som inte 4r irreducibel kallas reducibel.

Exempel 8.
/3 0 92/3 12 0 1/2 0
0 1/4 0 3/4
P= 1 0 0]; P=
3/4 1/4 0 2/3 0 1/3 0
0 45 0 1/5

Den vinstra kedjan ar irreducibel. Den hégra ir reducibel, ty man kan inte komma
fran E) eller E3 till Ej eller E4 (eller vice versa); den kan delas i tva irreducibla delkedjor
med tillstinden (E}, E3) och (Ey, E4) och tillhérande évergingsmatriser ir
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P [1/2 1/2} . pe [1/4 3/4] '

2/3 1/3]° 4/5 1/5

Sats 3 visar att, i en irreducibel kedja, s& 4r antingen alla tillstind
bestindiga eller alla tillstdnd obestindiga.

Om speciellt kedjan dr dndlig, 4r det om&jligt att alla tillstind ar
obestindiga. (Vi bevisar inte detta.) Hirav foljer i sin tur att i en dndlig
irreducibel kedja Gr alla tillsténd bestandiga. (Det finns ju bara tva fall: alla tillstind
bestindiga, alla tillstind obestindiga, och det senare dr omdjligt, eftersom
kedjan ir dndlig.) Nir man har en sddan kedja beh6ver man alltsa inte foreta
nagon undersdkning av tillstindens karaktar, t ex via forstagingssannolikhe-
ter: man vet utan nirmare undersdkning att tillstinden 4r bestindiga. I Ex 4
ser vi ett exempel pd en dndlig irreducibel kedja.

Vi skall nu beritta ndgot om periodiska och aperiodiska tillstand. Lat d
vara stdrsta gemensamma divisorn for alla heltal n=1 for vilka £:™>0. Om
d=2 siges tillstdndet E; vara periodiskt och ha perioden d. Om d=1 sdges E; vara
aperiodiskt.

Om t ex processen kan tervinda till E; endast efter 3, 6, 9, . . . steg har
E; perioden 3.

Tva tillstdnd, som kommunicerar tvasidigt, har alltid samma period;
likasa &r de aperiodiska samtidigt. Detta medfor att, i en irreducibel kedja,

antingen alla tillstdnd 4r aperiodiska eller ocksd har de samma period.

Exempel 9.
Antag att
. 01212 0
J po|1/2 0 0 172
112 0 0 1/2°
0 1/2 1(2 0

Kedjan ir irreducibel. Om den ér i £} kan den atervdnda dit endast efter 2, 4, 6,
... steg och Ej dr darfor ett periodiskt tillstind med perioden d=2; pa samma sitt ar
det med de ovriga tillstdnden. o

(b) Om asymptotiska fordelningar

Vi konstaterade i (8) att de absoluta sannolikheterna p;( kan bestimmas
med hjélp av relationen

pWLpO P
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Vi skall undersoka vad som hinder med dessa sannolikheter did n — %, dvs
da processen avldgsnar sig mer och mer frin startpunkten.

Exempel 10. Kedja med tva tillstand

Vi betraktar en kedja med samma Svergdngsmatris som i Ex 4, alltsd

[—ﬂﬂ

a l—-al

Man kan pa olika vigar, t ex med induktion, visa att diagonalelementen i

_[l;n('_') 1’12(")]
21(") p22(’l)

ar

Dirmed kinner vi hela P*. Om 0<a<1 och 0<A<1 ser man att

a 3 ]
at+f a+f
P — din—o o,

e _p
a+p a+ﬁ‘

Raderna &r alltsé lika och har radsumman 1. Likasa foljer att di n—» ©

(1) =4(0) pn
i iy +ﬂ a+ﬁ)

och detta sker oberoende av startvektorn p(¥). Om man sitter iging kedjan med en

godtycklig startvektor och observerar den efter lang tid, dr alltsd sannolikheten att den
befinner sig i E) eller Ey ungefir a/(a+p8) resp f/(a+p). O

Nu infor vi foljande
Definition. Om

p(")=(p1("), pg("), ...) gir mot w=(my, Wy, .. .)

da n— o, 120, Zm;=1 och 7 ¢j beror av startvektorn, siges kedjan ha en
asymptotisk fordelning (ibland: jamuvikisfordelning). O

fes Y7 Tl

e

1.4

Talen my, Wy, . . . kallas jamviktssannolikheter.
Det 4r inte alltld enkelt att avgbra om det finns en asymptotlsk fordelning,
och flera kriterier har utarbetats. Vi anger ett sddant utan bevis:

Sats 4. Om man i en indlig kedja kan finna ett >0 sa beskaffat att alla element
i ndgon kolonn i matrisen P’ ir positiva, existerar det en asymptotisk fordelning.

O

(Speciellt giller allts3 detta om Gvergangsmatrisen sjélv har denna egenskap.)
I Anm 2 i slutet av avsnittet anges ytterligare ett kriterium.
Om det finns en asymptotisk fordelning &r det latt att finna den, ty man har

Sats 5. Om det finns en asymptotisk fordelning 7, bestims den ur relationen
“r=nP. » o

Griansfordelningen 7 ar alltsd en vansteregenvektor till matrisen P med
egenvirdet 1.

Bevis: Vi bevisar satsen bara for en dndlig kedja. Vi vet att

pOP > 7.
Men
pOPrHI=[pO PP,
Grinsovergangen n — % ger satsen. O

Exempel 10. Kedja med tvi tillstind (forts)

Om béde a och g ligger mellan 0 och 1 (granserna exkluderade) existerar enligt Sats
4 en asymptotisk fordelning. Sats 5 ger, om vi sétter 7=(my, m9),

l—ﬂﬂ]

(m, ﬂ2)=(ﬂh,!’2)[ o 1-a

dvs utskrivet
m=(1-B)m+am

mo=pm +(1—a)my

Eftersom 7y +mo=1, foljer hirav att

m= =_L
a+f " atp
i bverensstimmelse med vad vi forut fann genom direkt rakning. O
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Exempel 11. Bilmirken

I ett dand finns det bara tre bilmirken Ej, Eg och E3. Vid kép av ny bil paverkas
dgaren vid valet endast av det senast innehavda bilméirket. Overgingsmatrisen antas
vara

04 04 0.2
P=|0 0.7 03}.
0 0.1 09

Mirkestroheten &r alltsd storst for Es (p33=0.9), minst for E1 (p11=0.4). Kedjan ir
reducibel, ty £} kommunicerar endast ensidigt med Ey och E3 (den som kdper Ey eller
Ej3 koper sedan aldrig EY).

Sats 4 visar att kedjan har en asymptotisk fordelning 7= (w1, g, m3). Sats 5 ger -
ekvationssystemet ‘

m=0.4m

w9=0.47+0.7m9+0.173

73=0.2m1+0.379+0.973
varav 7=(0, 1/4, 3/4).

Hur 4n fordelningen pa olika mirken ser ut frin boérjan kommer alltsa i limes
sannolikheten att vara 3/4 att en person har méirket E3 och 1/4 att han har E9; mirket
E; kommer helt att forsvinna. O
Anmdrkning 1. Jimforelse av asymptotisk fordelning och stationdr fordelning

Blanda inte ihop begreppen asymptotisk fordelning och stationir fordelning! Bida
fordelningarna satisfierar ekvationen m=nP, men deras innebérd ir olika. Lis igenom
definitionerna! Om det finns en asymptotisk fordelning 7, s& 4r 7 ocksi stationir
fordelning, dvs om processen startar med startvektorn 77 s3 blir ™ =1, Diremot behover
inte en stationir fordelning vara en asymptotisk férdelning. i

Exempel 12.

En Markov-kedja har 6vergdngsmatrisen

172 1/2 0
P=|1/2 12 0
0 0 1

Varje sannolikhetsvektor 7 som satisfierar ekvationen #=nP kan skrivas 7=(c/2, ¢/2,
1—¢) dér ¢ 4r en godtycklig konstant, sidan att 0<<¢<1. Det finns alltsi en mingd
stationdra fordelningar. Diremot finns det inte nidgon asymptotisk fordelning (ty om
processen startar i E) eller Eg kan den aldrig hamna i E3, men om den startar i E3 forblir
den i E3; nigot gransvirde av p(® som ir oberoende av startvektorn existerar alltsi
inte). ’ :

O

Exempel 13. Periodisk kedja

Antag att

0 1
P=l0 0
10

(=]

Om kedjan startar t ex i E] blir utfallet helt bestdmt: E1E9E3E)EoF3 osv. Kedjan
oscillerar alltsi periodiskt och har perioden d=3. Nagon asymptotisk férdelning finns
inte. Diremot finns det en (och endast en) stationdr fordelning, ndmligen 7=(1/3,

1/3, 1/3).

7/
Anmirkning 2. Ett kriterium pd asymptotisk fordelning

I Sats 4 angavs ett kriterium som garanterar att en Markov-kedja har en asymptotisk
fordelning. Nu skall vi ange ett mer raffinerat sidant. Jimfor tva rader i en matris

genom att se efter om bida raderna har positiva element i minst en kolonn. Om s ir
fallet séger vi att detta radpar ir kolonnpositivt. O

Sats 6. Om man kan finna ett 7>0 s3dant att alla radpar i P” 4r kolonnpositiva, sa har
Markov-kedjan en asymptotisk fordelning.

Exempel 14.

Antag att
05 05 0
P=10.6 0 04j.
0 01 .09

Rad 1 och 2 har positiva element i kolonn 1, rad 1 och 3 i kolonn 2 och rad 2 och

3 i kolbnn 3. ‘
Alla radpar i P ir alltsd kolonnpositiva, 6ch det finns enligt Sats 6 en asymptotisk

) férdelning.

—

Ovningar

1101- Per, Pal och Petter kastar en boll mellan sig. Per kastar med sannolikheten
0.3 till P4l och med sannolikheten 0.7 till Petter. P4l kastar med sannolikheten
0.6 till Per och med sannolikheten 0.4 till Petter, som i sin tur med lika
sannolikhet kastar till sina.bdda vinner. Alla kast utféres oberoende av
varandra. Detta kan tydligen uppfattas som en Markov-kedja. Infor limpliga
tillstdnd E), Eg, E3 och still upp dvergingsmatrisen. (§ 11.3)




1102

1103

1104

1105

1106

1107

1108

Ovningar

En Markov-kedja har dvergangsmatrisen
1/3 1/3 1/3
/2 0 1/2.
1/2 1/2- 0

Berikna évergingssannolikheterna av andra ordningen. (§ 11.3) .

Antag att Markov-kedjan i foregdende exempel har startvektorn
(1/2, 1/2, 0). Bestim de absoluta sannolikheterna %, i =1, 2, 3. (§ 11.3)

En Markov-kedja har 6vergé'mgsmatrisen‘
/2 0 172
0 1/2 1/2}.
1/2 172 0

Bestim alla stationira fordelningar till kedjan. (§ 11.3)

En Markov-kedja har dvergingsmatrisen
0 1 0
/2 0 1/2|.
1 0 0

Undersok vilka tillstind som ér bestindiga och vilka som r obestindiga.

(§ 11.4)

En Markov-kedja har vergingsmatrisen -
/2 0 12 0
1 0 0 ©
/3 0 2/3 O
/3 1/3 13 0

Undersék vilka tillstand som ir bestindiga och vilka som ir obestindiga.
(§ 11.4) - .

Lat E; vara ett obestindigt tillstind i en Markov-kedja och fii sannolikheten
att processen, vid start i E;, dtervander till E;. Sitt X; lika med antalet ganger
som processen atervander. Bestim fordelningen for X; samt dess vantevirde.

(§ 11.4)

En Markov-kedja har évergéngsmatrisen
1/2 0 1/2 0 .
/2 12 0 O
172 0 1/2
1/2 1/2 0 0

Undersok om kedjan ar irreducibel. (§ 11.4)

Ovningar

1109 En Markov-kedja har dvergingsmatrisen

1110

1111

1112

1113

1114

1115

o0 1 0
/2 1/2. 0
0 1/2-1/2

= Undersdk om kedjan har nigon asymptotisk fordelning och bestdm i sa fall
denna. (§ 11.4)

En Markov-kedja har &vergéngsmatrisen

0 0 v
172 1/2 -0 |.
1/3 2/3 0

Unders6k om kedjan har ngon asymptotisk fordelning och bestdm i s fall
denna. (§ 11.4) ‘

En Markov-kedja har &vergingsmatrisen

/2 0 1/2 0
0 12 0 1/2
172 0 12 0
0 12 .0 172

Undersok om kedjan har nigon asymptotisk fordelning och bestdm i sa fall
denna. (§ 11.4)

En 4ndlig Markov-kedja har en évergéngsmatris som &r dubbelstokastisk.
Dirmed menas att inte bara alla radsummor utan 4ven alla kolonnsummor
#r lika med ett. Visa att om en sidan kedja har en asymptotisk fordelning s
4r denna fordelning likformig. (§ 11.4)

Féljande modell &r ett specialfall av Bernoulli-Laplace’s diffusionsmodell:

I Urna 1 och 2 finns det tvd vita resp tva svarta kulor. Man later vid varje
dgonblick ¢ = 1, 2, . .. en slumpmissigt vald kula frin varje urna byta plats.
Infor en limplig Markov-kedja och undersdk om den har nidgon asymptotisk
fordelning. Ange i sa fall denna. (§ 11.4)

Vid en kirnreaktion passerar en neutron genom ett radioaktivt preparat.
Neutronen triffar med sannolikheten p en atomkérna, som genast klyvs och
dirvid utsinder £ nya neutroner (den »gamla» absorberas). Med sannolikheten
1—p passerar neutronen ut ur det radioaktiva preparatet utan att ha triffat
nigon kirna. Antag att de nya neutronerna var for sig upptrider som den
forsta och oberoende av varandra. Vilket samband maste rada mellan £ och
p for att kirnreaktionen skall kunna utvecklas till en explosion och ¢j

stanna av? (§ 11.5)

1 en forgreningsprocess har antalet avkomlingar till en individ sannolikhets-
funktionen p,(j) = e~ljt, j=0,1,.... Bestim sgf Py(s) och extinktionssan-
nolikheten 7. (§ 11.5)
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