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4 ENKEL LINJAR REGRESSION

4 Enkel linjir regression

Med regressionsanalys kan man studera samband mellan olika variabler. I den enklaste formen, enkel linjir
regression, studerar vi en variabel y som beror linjirt av en variabel & och dir vi som vanligt har en
slumpmiissig stdrning eller avvikelse. Det kan till exempel vara en situation som beskrivs i figur [4.1]
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Figur 4.1: Ett slumpmiissigt urval av bilar diry = “bensinforbrukning i stadskirning” ar plottad mot x = vikt”.
Man kan kanske tinka sig et linjirt samband mellan x och y som beskriver hur stor bensinforbrukning
en “medelbil” av en viss vikt har.

Vi anvinder féljande modell dir y; 4r n st oberoende observationer av
Y; =a+ fBz;+¢, dire; € N(0,0), oberoende av varandra

s4 observationerna ir Y; € N(a + Bz;,0) = N (i, 0), dvs de dr normalférdelade med vintevirde pd den
okinda regressionslinjen (z) = o + Sz och med samma standardavvikelse o som avvikelserna ¢; kring
linjen har, se figur Tidigare har vi haft modeller dir observationerna (vi kallade dem oftast X; men hir
dr Y; naturligare) Y; = p + €; hade samma vintevirde men nu ir observationernas vintevirde en linjir
funktion av x.

4.1 Punktskattningar och deras fordelning

Skattningarna och deras férdelning hirleds i appendix[A} s& hiir ges en kortfattad och lite mer littlést samman-
fattning.

ML- och MK-skattningarna av regressionslinjens lutning, 3, och intercept, o, ges av

B e

> iz (T — T) Sea
Eftersom £* ir en linjir funktion av observationerna Y; (8* = ) ¢;Y; dir ¢; = (z; — Z)/Szz) och dven
o en linjdr funktion av 3* och observationerna sd idr dessa skattningar normalférdelade med vintevirde och
standardavvikelse enligt

. o
B EN(ﬂ7TM)7
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Figur 4.2: Sann regressionslinje, observationer och skattad regressionslinje. Residualerna dr markerade som de
lodrita avstanden mellan observationerna och den skattade regressionslinjen.

De ir dock inte oberoende av varandra. Man kan diremot visa att 3* och Y ir oberoendd!| av varandra s&
kovariansen mellan o* och 3* blir

C(a*,B%) = OY — §°%, 8*) = C(Y, 5*) — 2C(B*, ") = 0 — FV(B*) = —F——.

Vi ser att kovariansen 4r negativ dd £ > 0 och positiv d& z < 0, vilket verkar rimligt(?!)

Den, f6r vintevirdesriktighet, korrigerade ML-skattningen av variansen ges av

dir Q) 4r residualkvadratsumman

Qo= (yi—a" = Bz;)> =Sy — 57@/
i=1 r

dvs summan av lodrita kvadratiska avvikelser frin observationerna till den skattade regressionslinjen. Dess-
utom dr

=B _ 58 cyn—9) och L0209

d(B*) ~ 5/ d(a”)

Vi ser att n — 2 som delas med i variansskattningen aterkommer som parameter i x2- och ¢t-férdelningen.

'Vi visar inte hir att 8% och Y ir oberoende av varandra, men det faktum att regressionslinjen alltid gir genom punkten (Z, )
gor det kanske troligt; om 3 6ver- eller underskattas paverkas inte Y av detta.
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For att rikna ut kvadratsummorna S, Sy, och Sy, “f6r hand” kan man ha anvindning av sambanden
vy Y g

Sm—g Zw —Q_; n)
Syy:g; Zyl_<; )2
B0 Ea HEE

2

Naturligtvis har vi 4ven t.ex om s2 ir stickprovsvariansen for z-dataserien Sy, = (n — 1)s2

4.2 Intervallskattningar

Eftersom skattningarna av o och 3 dr normalférdelade far vi direkt konfidensintervall med konfidensgraden
1 — @ (« dr upptagen) precis som tidigare enligt

Iﬂ = ﬁ* + ta/2(f)d(/8*) = /8* + ta/2(n - 2)

z2

* *\ __ ¥ _ l
Io=a" £ ta/?(f)d(a ) =a ta/Z(n 2) s n Smc

Om o skulle réka vara kiind anvinds naturligtvis den i stillet f6r s och dé dven \- i stillet for ¢-kvantiler. For
variansen blir intervallet

I — Qo Qo (((n=2)s2 (-2
’ X§/2(n_2)’ X%_a/g(n—@ )(3/2(71—2)7 X%_a/z(n_Q) ’

4.3 Skattning av punkt pa linjen

For ett givet virde x dr Y's vintevirde E(Y (z9)) = a + Bxo = [0, dvs en punkt pa den teoretiska
regressionslinjen. 1o skattas med motsvarande punkt pd den skattade regressionslinjen som pf = a* + 3*xo.
Vi ser direkt att skattningen ir vintevirdesriktig samt att den méste vara normalférdelad (linjir funktion av
tvd normalfordelade skattningar). Ett enkelt sitt att bestimma skattningens varians fir vi om vi dterigen
utnyttjar att 3* och Y ir oberoende av varandra (men inte av o*)

V(pg) = V(a* + fxg) = [0 =Y — 5*2] = V(Y + B*(x0 — Z)) = [ober] =

% L y 07 o (1 (w0 —12)°
= V(¥) + (20— 2)2V(8) = =+ (w0 —2)'g— =0 (Hs) .

1
o € N | po,oy | =+

Vi far séledes ett konfidensintervall f6r 19 med konfidensgraden 1 — a som

* * * * 1 To — T)2
Ly = p1o £ a2 (f)d(pg) = o™ + B wg £t42(n — 2)s —+ (OS)
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Exempel 4.1. I ett slumpmiissigt urval av bilar avsattes y = “bensinforbrukning i stadskérning”

som funktion av z = “vikt” i en linjir regressionsmodell Y; = o + fx; + &;, €, € N(0,0).
Parametrarna skattas enligt resultaten i avsnitt tll o* = 0.46, 8* = 0.0076 samt o* =
1.009.

B dr ett mdtt pa hur mycket y beror av z, om vikten 6kas med ett kg skattas 6kningen av
bensinférbrukningen med 8* = 0.0076 liter per 100 kilometer. Ett 95% konfidensintervall for
f blir Iz = [0.0068, 0.0084].

Antag att vi idr speciellt intresserade av bilar som viger xg = 1200 kg. En skattning av me-
delférbrukingen o for denna typ av bilar blir d& i = o* + f*z9 = 9.57 £/100 km. Ett
95% konfidensintervall for 119 blir med ovanstdende uttryck 1,,, = [9.32,9.83]. Detta intervall
ticker alltsd med sannolikhet 95% den sanna medelférbrukningen for 1200 kg’s bilar.

Observera att intervallet inte ger nigon information om individuella 1200 kg bilars variation,
sd det dr inte till s3 mycket hjilp till att ge ndgon uppfattning om en framtida observation (den
1200 kg bil du tinkte kopa?). Till detta behévs ett prediktionsintervall, se nista avsnitt.

I figur ir konfidensintervallen férutom fér 1200 kg bilar dven plottat som funktion av
vikten. I formeln fér konfidensintervallet ser man att det 4r som smalast di zg = Z vilket dven
kan antydas i figuren. Man ser dven att observationerna i regel inte ticks av konfidensintervallen
for linjen.

Bensinférbrukning [I/100 km]
>

4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Vikt [kg]

Figur 4.3: Bensinforbrukning enligr exempel 1.1. Skattad regressionslinje (), konfidensintervall for linjen som
Sfunktion av vikt (- -). Konfidensintervall for linjen da vikten dr xo =1200 kg dr markerat ().

a

4.4 Prediktionsintervall for observationer

Intervallet ovan giller vintevirdet for Y da = 9. Om man vill uttala sig om en framtida observation av
Y for x = xg blir ovanstdende intervall i regel fér smalt. Om «, B och o vore kiinda sa skulle intervallet
a+ Bxg = Ay/20 ticka en framtida observation Y med sannolikhet 1 — a.

Eftersom regressionslinjen skattas med p1; = o* 4 "z kan vi fi hur mycket en framtida observation Yj
varierar kring den skattade linjen som

_=)\2
V(- o = §a0) = V) + V(a4 Fan) = (14 54 (020

5
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Vi kan alltsd f3 ett prediktionsintervall med prediktionsgraden 1 — p for en framtida observation som

. 1 (zg—1x)2
IY(xo) =« —i—ﬁ intp/Q(n_2)S\/1+n+(OSxx)'

Observera att det bara 4r forsta ettan under kvadratroten som skiljer mellan prediktionsintervallet och I, .

Bensinférbrukning [I/100 km]
>

o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Figur 4.4: Bensinforbrukning enligt exempel 1.1. Skartad regressionslinje (=), konfidensintervall for linjen som
Sfunktion av vikt (- -), prediktionsintervall for framtida observationer som funktion av vikt (-.). Predik-
tionsintervall for en framtida observation dd vikten dr xo =1 200 kg dr markerat ().

Ett prediktionsintervall for bensinférbrukningen hos en 1200 kg bil enligt exempel 1.1 blir [7.6, 11.6] vilket
dr betydligt bredare 4n intervallet for vintevirdet. I figur ses detta intervall och prediktionsintervallen

som funktion av x.

4.5 Kalibreringsintervall

Om man observerat ett virde yo pa y, vad blir dd z¢? Man kan losa ut g ur yo = o + *xg och fir

*
x _ Yo —«&
Ty = 5
Denna skattning ir inte normalférdelad, men vi kan t.ex anvinda Gauss approximationsformler for att fi en
skattninga av d(z()) och konstruera ett approximativt intervall

* —a” -y
Ixo :ﬂj‘oﬂ:ta/Q(n*Q)d(l‘o) yoﬁ :l:ta/Q 2 |B*|\/ + — + yO 25)

Ett annat sitt att konstruera kalibreringsintervallet ir att dra en linje y = yo och ta skirningspunkterna med
prediktionsintervallet som grinser i kalibreringsintervallet. Ett analytiskt uttryck for detta blir efter lite arbete

(o —§)  tpa(n—2)- — 9y
Ly=z+ 2070, p/Q(nC ) S\/c(1+:l)+(yos 7)

. (tp/2(n —2) - 5)?
(57" - Sia '
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Uttrycket giller da 3 ir signifikant skild frén noll (se kapitel annars ir det inte sikert att linjen skir
prediktionsintervallen. Grafiskt konstrueras detta intervall enligt figur

Kalibreringsintervall d& Yo = 0.2
0.5 T

0.2 i

01 / |

Absorption

-0.11 b

_02 Il Il Il Il Il
-50 0 50 100 150 200 250

Kopparkoncentration
Figur 4.5: Kalibreringsintervall konstruerat som skirning med prediktionsintervall. I forsoket har man for et
par prover med kinda kopparkoncentrationer mdtt absorption med atomabsorptionsspektrofotometri.
Kalibreringsintervallet ticker med ungefir 95% sannolikhet den rétta kopparkoncentrationen for ett
prov med okind kopparbalt dir absorptionen uppmiitts till 0.2.

4.6 Modellvalidering
4.6.1 Residualanalys

Modellen vi anvinder baseras pd att avvikelserna frin regressionslinjen ir likaférdelade (¢; € N(0, o)) och
oberoende av varandra vilket medfor att d4ven observationerna Y; ir normalfordelade och oberoende. Dessa
antaganden anvinds d& vi tar fram fordelningen for skattningarna. For att 6vertyga sig om att antagandena
dr rimliga kan det vara bra att studera avvikelserna mellan observerade y-virden och motsvarande punkt pa
den skattade linjen, de s.k. residualerna

ei=vyi — (" +5x;), i=1,...,n,

eftersom dessa ir observationer av &;. Residualerna bér alltsi se ut att komma frin en och samma nor-
malfordelning samt vara oberoende av dels varandra, samt dven av alla z;. I figur [4.6| visas nigra exempel pd

residualplottar som ser bra ut medan de i figur [4.7] ser mindre bra ut.

4.6.2 Ar (3 signifikant?

Eftersom [ anger hur mycket y beror av « dr det dven limpligt att ha med foljande hypotestest i en modell-
validering

Hy: =0
H1 : B 7é 0
t.ex. genom att férkasta Ho om punkten 0 ¢j ticks av I, eller om |T'| > t,,/5(n—2) dir T' = (5*—0)/d(B8").

Om Hy inte kan forkastas har y inget signifikant beroende av 2 och man kan kanske anvinda modellen
Y, = p+ g istillet.
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Figur 4.6: Bra residualplottar. Residualerna plottade i den ordning de kommer, mot x samt i en normalfordelnings-
plott. De verkar kunna vara oberoende normalfordelade observationer.

Residualer, kvadratisk trend Residualer mot x, variansen 6kar med x
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Figur 4.7: Residualplottar diir man ser en tydlig kvadratisk trend i den vinstra figuren och i den higra ser man art
variansen Gkar med ikat T

4.7 Linjirisering av nagra icke linjira samband

Vissa typer av exponential- och potenssamband med multiplikativa fel kan logaritmeras for att fi en linjir
relation. T.ex. fis nir man logaritmerar

) In
zi=a-eMi. ¢l —

(2

Inz, =Ilna +8-z; +1Inée,
Yi a &4
ett samband pé formen y; = o + Sx; + ;. Man logaritmerar sdledes z;-virdena och skattar o och 8 som

vanligt och transformerar till den ursprungliga modellen med a* = e®". Observera att de multiplikativa
felen €/ bor vara lognormalférdelade (dvs Ine;, € N (0, 0)). En annan typ av samband ir

In

zi:a-tf-gg — Inz; =Ina —|—5lnti+ln5§
Yi (¢ z; >
ddr man fir logaritmera bdde 2; och ¢; for att f2 ett linjirt samband.

I figur [4.8]ses ett exempel dir logaritmering av y-virdena ger ett linjirt samband.

4.8 Centrerad modell

I vissa sammanhang har man tagit fasta pa att 5* och Y ir oberoende av varandra, t.ex I Blom bok B [3] som
tidigare anvindes i kursen, och anvint féljande parametrisering av regressionslinjen

YZ':OéC—i-,B(J}Z'—i')-FEZ'

dvs man centrerar z-virdena genom att subtrahera deras medelvirde. I denna framstillning blir o) = % och
B* skattas pd samma sitt som med vér framstillning. En fordel med detta 4r, som vi sett tidigare, att o
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Figur 4.8: Antal transistorer pd en cpu mot lanseringsar med logaritmisk y-axel i vinstra figuren. Till higer visas
samma sak i linjir skala. Det skattade sambandet dry = 5.13 - 107301 . 0-352,

och * blir oberoende av varandra och dirmed blir variansberikningar dir de bdda ir inblandade enklare
eftersom man inte behéver ta med ndgon kovariansterm.

En annan férdel med denna framstillning 4r att man ofta fir berikningar som 4r mindre kinsliga for nume-
riska problem, men detta ir i regel 4ndd inget problem om man anvinder programpaket som ir designade
med numeriska aspekter i dtanke. Vi ska senare se (i kapitel[6) att man t.ex. kan anvinda operatorn \ i Matlab
for att skatta regressionsparametrarna och di har man ingen nytta av att centrera utan Matlab gor sjilv ett
bittre jobb for att fi en numeriske stabil losning , se t.ex [2].

Anm. I figur kan man inte rikna ut regressionslinjen for drtal efter 2002 i Matlab med den formel

(60.35-2002 =

som stdr i figurtexten dr for stort for att kunna representeras med flyttalsaritmetik med dubbel

precision). Man kan da t.ex. anvinda en centrerad modell, eller lita  vara t.ex antal ar efter ar 1900.

5 Stokastiska vektorer

I nista avsnitt skall vi bygga ut var linjira regressionsmodell genom att ldta y vara en funktion av flera
variabler. Man fir d& en mycket rationell framstillning genom att anvinda en modell skriven pd matrisform
och vi behover dirfor forst en kort introduktion till begreppen stokastisk vektor, vintevirdesvektor och
kovariansmatris tillsammans med lite rikneregler.

En stokastisk vektor ir en kolonnvektor dir elementen ir stokastiska variabler (dvs en n-dimensionell stokas-
tisk variabel).

X =[X1,..., X)) .

Med vintevirdet av en stokastisk vektor (eller matris) menas att vintevirdena bildas elementvis. Vintevirdes-
vektorn p till en stokastisk vektor X blir d&

p=E(X) = [EX). ... BT = [l

For att hilla reda pd varianser for och kovarianser mellan alla element i en stokastisk vektor kan vi definiera
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kovariansmatrisen 3 for en stokastisk vektor som (jimfor med definitionerna av varians och kovarians)
T=V(X)=E[(X-p)(X - =

[ E[(X1 — ) (X1 — )] B(X1 = p1) (X2 — p2)] -+ E[(X1 — p1)(Xn — )]
Bl(Xa — p2) (X1 — )] E[(Xa — p2)(Xo — po)] -+ E[(Xo — p2) (X — )]

| BIC — ) (X3 = )] BUX = i) (Xa = p)] - B(X = ) (X — )]

V(X1) C(X1,X2) - C(X1,Xy)
C(X5,X1) V(X2) -+ C(X2,Xy)

_C(X,;,Xl) C(X;,Xz) . V(Xn)

Vi ser att kovariansmatrisen ir symmetrisk, har varianser som diagonalelement, 3;; = V(X;), samt att den
har kovarianser mellan alla olika element i X for ovrigt, 3;; = Xj; = C(X;, Xj).

Om vi bildar en linjir funktion av X som
Y =AX+b

dir A ir en deterministisk (dvs icke stokastisk) 7 X n-matris och b en deterministisk kolonnvektor med r
element fis vintevirdesvektorn till Y

py =E(Y)=EAX +b)=AE(X)+b=Aux+b

dvs motsvarande rikneregel som i det endimensionella fallet. Kovariansmatrisen f6r Y blir

Sy =V(Y)=E[(Y —my)(Y —my)] = E[(AX +b— Amx — b)(AX + b — Amx — b)T]
=[(AB)T = BTAT] = E[A(X —mx)(X —mx)TAT] = AE[(X — mx)(X — mx)T]AT =
= AV(X)AT = Az AT,

Jamfor med rikneregeln V(aX + b) = a?V(X) i det endimensionella fallet.

Sammanfattningsvis har vi féljande rikneregler for en linjir funktion av X

E(AX +b) = AE(X)+b
V(AX +b) = AV(X)AT.

Speciellt har vi om alla element i X ir normalférdelade (inte nédvindigtvis oberoende av varandra), en s.k.
multivariat normalfo’rdelninﬁ, s blir resultatet av en linjir funktion av X ocksd normalférdelat (eftersom en
linjir funktion av X bestdr av linjirkombinationer av elementen i X'). Vi har alltsd fatt kraftfulla verkeyg for
att hantera beroende stokastiska variabler.

6 Multipel regression

Antag att y beror linjirt av k st. forklarande variabler 1, . . ., zy.

y=oa+ Bx1+ ...+ Brxy

2Definitionen av multivariat normalférdelning ir egentligen lite striktare 4n s, se t.ex avsnitt 6.6 i kursboken Blom et al. [1].

10
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Vi gor n observationer av y och har di en y-dataserie och k st. x-dataserier med n virden i varje serie.
Framstillningen blir lite renare om vi hir kallar « for Sy.

Vi har alltsa f6ljande linjira regressionsmodell
Yi=Po+brwa+ ...+ ferik +ei, i=1,...,n

dir ; € N(0,0) samt oberoende av varandra.

6.1 Matrisformulering

For att f en enhetlig framstillning som ser likadan ut oberoende av hur ménga variabler y beror av visar det
sig fordelakrigt att skriva modellen p& matrisform. Ovanstiende uttryck kan dé skrivas som

y=XB+e

dir y och € dr n x 1-vektorer, B en 1 X (k + 1)-vektor och X enn x (k + 1)-matris

Y1 1 211 212 - Tk Bo e
Y2 1 wo1 x92 -+ ok B
Yy = . ) X = . . . . . ) 18 = . ) €=
: P : . .
Yn 1 zp1 xp2 - Tnk Bk

Matrisen X har alltsi en kolonn med ettor och sedan en kolonn fér vardera x-dataserie. €, och dirmed v,
har en multivariat normalférdelning med vintevirdesvektor 0 respektive X3 samt samma kovariansmatris
021, dir I ir en enhetsmatris.

6.2 MK-skattning av 3

Parametrarna fy, . . ., B, dvs elementen i 3 kan skattas med minsta—kvadrat—-metoden genom att minimera

Q(B) med avseende pa elementen i 3.

QB) = (y:— EM))* =) (i — Boxio — Prwar — ... — Braar)” = (y — XB)" (y — XB).

i=1 i=1

dir vi later x;¢ vara ettorna i matrisen X. Derivatan av () med avseende pd ett element 3, i 3 blir d&

a n
6225 = -2 Z(yi — Boxio — P1Ti1 — - .. — BrTik)Tie-
i=1

Denna derivata satt till noll f6r varje element i 3 kan skrivas pd matrisform
XT(y—-Xxp) =0 — Xy =XxTXxp.

MK-skattningen av elementen i 3 fis som l8sningen till detta ekvationssystem, som kallas normalekvatio-
nerna, och ges av

B =XTX) "Xy
om matrisen X7 X ir inverterbar, dvs det(X 7T X) # 0.

11



6 MULTIPEL REGRESSION

En vintevirdesriktig skattning av observationernas varians o2 ges av

2 QO . VA *

_ dir Qg = (y — X — XB).
iy irQo=(y— XB%)" (y — XB")
Qo ir alltsd residualkvadratsumman (minimivirdet pd Q(83)) och k + 1 ir antalet skattade parametrar i
densamma.

Exempel 6.1. I ett experiment har man ansatt en linjir regressionsmodell dir y beror av tva
variabler 1 och 3. Bestim MK-skattningarna av 81 och 52 om

L z11 @12 141 3.1

o 1 T21 22 o 142 o 5.0
X = 1 I31 32 - 143 och v= 4.5
1 T41 42 144 6.6

Lsg. MK-skattningarna fis som 8* = (X7 X)~' X7y, men i

4 16 10
XTx = |16 64 40
10 40 30

ir de tvi forsta kolonnerna parallella, dvs det(X? X) = 0, och normalekvationerna saknar en
entydig 16sning. Man bor alltsd inte mita y for ett enda virde pd x eller 22 (och inte bara

for samma virden pd x1 och x2) eftersom det resulterar i parallella kolonner i X och dirmed i
XTX. O

Exempel 6.2. Regression genom origo. Bestim MK-skattningen av 8 i modellen y; = Sx; +¢;.

Lsg I de regressionsmodeller vi hittills sett har vi haft ett intercept med (« eller 5p) for att inte
tvinga regressionslinjen (eller planet) genom origo. I den hir modellen skall linjen g& genom
origo sd vi kan anvinda matrisformuleringen men utan att ta med ndgon kolonn med ettor i
X -matrisen (som hir blir en vektor). Vi har alltsg

x1 1 T
x2 Y2 ) n
T 2
X = coy=| .|, XX =[via2 1] =>
: i—1

Skattningen av elementen i 3 (dvs det enda elementet /3) blir

n
a iy
s _ (vTy\-1vT, _ (vTyy—1 y2_;
5 = (XTX) X Ty = (XTX) [ar o 2] | 7| = 5.
: 2
>
Yn —

12



6 MULTIPEL REGRESSION

6.3 Skattningarnas fordelning

Skattningarna av elementen i 3 ir linjira funktioner av y och ir dirmed normalférdelade. For 3% fis
vintevirdesvektorn enligt riknereglerna i avsnite 5 till

EE) =E[(XTX)' XY= (XTX)"'XTE(Y)= XTX)"'XTXx3=p
och kovariansmatrisen blir
V(B = VI(XTX) X Ty] = (XTX)IXT o2 [(XTX) X7 =
=2 (XTX) ' XTX [(XTX) ™ = 6?[(XTX)™1)T = [en kovariansmatris &r symmetrisk] =
(S ——
=/

= o?(XTx)™ L.

Varianserna for elementen i 3* 4terfinns alltsi som diagonalelementen i kovariansmatrisen o2( X7 X)~! och
de 6vriga elementen i4r kovarianser

V(B5) C(Bg,B7) -+ C(Bs, Br)
s _ | CBLB) VB e COBE B

(X1 X)
C(Br B5) C(Br, B1) -+ V(BR)
Ett konfidensintervall f6r en parameter 3¢ blir saledes

Ip, = B £ taya(n — (k +1))d(57)

dir d(j3;) dr roten ur motsvarande diagonalelement i den skattade kovariansmatrisen s?( X7 X)~1.

For residualkvadratsumman giller dessutom
— € X2(n — (kE+1)).

Exempel 6.3. I West Virginia har man under ett antal ar riknat antalet frostdagar pa olika orter.
I vektorn y finns medelantalet frostdagar per ar, i x1 ortens hsjd 6ver havet (ft) och x2 nordlig

breddgrad (°).

1 2375 1586 1459 680 604 1298 3242 1426 5502250 675 2135 6351649 2727 1053 2424 789 659 673
x2 | 39.27 38.63 39 39.17 38.35 39.47 37.58 37.37 39.38 37.8 38.05 38.23 39.65 39.1 38.66 39.48 37.97 38.8 40.1 37.67
Y 73 29 28 25 115 325 64 13 23 37 26 73 247 41 56 34 37 16 41 12

Skatta parametrarna i modellen

Yi = Bo + Pixi1 + Paxio +€;

samt gor 95% konfidensintervall for var och en av parametrarna.
I Matlab kan berikningarna goras enligt:
X = [ones(size(y)) x1 x2];

3 skattas med inv (X’ *X)*X’*y men det dr i regel dumt att rikna ut en invers for att anvinda
till att losa ett ekvationssystem. I Matlab kan man i stillet 16sa (det 6verbestimda) ekvations-
systemet i minsta-kvadratmening med operatorn \

13



6 MULTIPEL REGRESSION

beta
beta
-399.6582
0.0212
10.4411

X\y

Vi ser att antalet frostdagar 6kar i genomsnitt med 5] = 0.02 dagar di hojden 6ver havet kas
en fot och med 85 = 10.4 dagar d& breddgraden okas en enhet. En plot éver det skattade
regressionsplanet kan ses i figur[6.1}

100~
80
60~

40

Medelantal frostdagar

4000

2000

. . o 37
Nordlig latitud [] 0 Hoid bver havet [f]

Figur 6.1: En plot ver skattat regressionsplan i exempel|6.3} Fran observationerna har dragits en lodrit linje till
det skattade regressionsplanet (residualerna).

Residualkvadratsumman Qg fis ur

Qo
Q0 =
1.7798e+03

(y-X*beta) ’* (y-X*beta)

och med hjilp av en skattning av kovariansmatrisen, V, kan man gora konfidensintervall fér
parametrarna 3

n = length(y);
s2 = Q0/(n-3);

V = s2%inv(X’*X)
vV =

1.66e4 -0.1722 -424.9661
-0.1722 9.5e-6 0.0041
-424.9661 0.0041 10.8320

For t.ex (81 blir konfidensintervallet

Ig, = BY £ tyya(n — 3)d(B7)

som i Matlab kan riknas ut som (/3] ir element 2 i vektorn beta)

14



6 MULTIPEL REGRESSION

kvantil = tinv(1-0.05/2, n-3);
d = sqrt(V(2,2));
Ibl = beta(2) + [-1 1] * kvantil * d
Ibl =
0.0146 0.0277

och ovriga intervall:

Ib2 = beta(3) + [-1 1] * kvantil * sqrt(C(3,3))
Ib2 =

3.4972 17.3849
Ib0 = beta(l) + [-1 1] * kvantil * sqrt(C(1,1))
Ib0 =

-672.2605 -127.0559

6.4 Skattning av punkt pa ”planet”

For att skatta Y-s vintevirde i en punkt 29 = (201, Z02, - - - , Zor) kan vi bilda radvektorn @y = [1 zo1 xo2 . . . Tog)-
Punkskattningen blir

w(xo) = xoB”
som dr normalfordelad och dess varians, enligt riknereglerna for kovariansmatris, blir
V(p*(x0)) = V(zoB*) = 2V(B" )zl = o?xo(XTX) .

Observera att vi hir har tagit hinsyn till att elementen i B inte ir oberoende av varandra, kovarianserna
mellan dem ingdr ju i kovariansmatrisen vi riknar med.

Ett konfidensintervall for pi(2¢) blir siledes

Lu(wg) = 1 (@0) £ taya(n — (k + 1))5\/:120(XTX)’1$§.
Vill man i stillet gora ett prediktionsintervall fir man som tidigare ligga till en etta under kvadratroten.

Exempel 6.4. (forts ex. Gor ett konfidensintervall for medelantalet frostdagar pa en hojd
av 3000 ft och 39° nordlig breddgrad.

Lsg. I Matlab blir berikningarna

x0 = [1 3000 39];
mu0 = xOxbeta

mu0 =

71.0234
VmuO = x0 * V * x0’
VmuO =

33.4553
dmu0 = sqrt(Vmu0)
dmu0 =

15



6 MULTIPEL REGRESSION

5.7841
ImuO0 = muO + [-1 1] * kvantil * dmuO
Imu0 =

58.8201 83.2266

En plot 6ver konfidensintervallen som funktion av 1 och x2 kan ses i ﬁgur

150~

100

Iy
(=}
£

o
/£

Medelantal frostdagar

4000

2000

. . o 37
Nordlig latitud [] 0 Hoid bver havet [f]

Figur 6.2: Konfidensintervall plottade som funktion av x1 och xo i exempel

6.5 Modellvalidering

For att dvertyga sig om att modellen ir rimlig bér man liksom tidigare forvissa sig om att residualerna verkar
vara oberoende observationer av N (0, o). Plotta residualerna

e "Som de kommer”, dvs mot 1, 2, ..., n. Ev. ett histogram
e Mot var och en av x;-dataserierna

e [ en normalfsrdelningsplot

For var och enav 31, ..., By (obs i regel ¢j 5p) bor man kunna forkasta Hy i testet
Hy: ;=0
Hy: B #0

eftersom [3; anger "hur mycket y beror av variabeln x;”.

I exempel [6.3] kan vi se att 1 och 35 bdda dr signifikant skilda frin noll, varken I, eller I, tickte punkten

noll.

Anm. Fér att testa om alla parametrar i modellen ir signifikanta bér man géra ett simultant test Hy :
alla 8; = 0 mot Hy : ndgot 3; # 0. Detta kan utféras med ett F'-test men det ligger utanfér ramen for
denna kurs.

16



6 MULTIPEL REGRESSION

6.6 Kolinjiritet mellan férklarande variabler

I exempel 6.2 sdg vi att man inte kan vilja virdena pa de forklarande variablerna hur som helst. T.ex. om
man viljer samma virden pj alla z-variabler si blir inte X7 X inverterbar. Fér att kunna f3 en skarttning
av t.ex. ett regressionsplan “stabil” bor man om méjligt vilja sina (214, 22;)-virden sd att de blir utspridda i
(x1, x2)-planet och inte klumpar ihop sig lings en linje. Detta ger "en mer stabil grund” 4t regressionsplanet.

Se figur

Lag kolinjaritet Hog kolinjaritet

*

x2 x1 x2 x1

Figur 6.3: I vinstra figuren dr virdena pd x1 och xo valda si att de har ldg korrelation mellan varandra och
ger en stabil grund for regressionsplanet. I hogra figuren dr korrelationen hig och regressionsplanet “fir
en simre grund att std pd’, dvs osikerheten blir stor i vissa riktingar. Konfidensplanen dr inritade i

figuren.

6.7 Stegvis regression

Om inte alla §; ir signifikant skilda frin noll bér man reducera sin modell, dvs ta bort en eller flera z-
variabler, skatta parametrarna i den reducerade modellen och eventuellt upprepa forfarandet. Vilka variabler
skall man d ta bort?

e z-variabler med hég kolinjiritet (korrelation) bor inte bida vara med i modellen.

e x-variabler med hog korrelation med Y 4r bra att ha med.
Har man sedan flera signifikanta modeller att vilja mellan kan man beakta saker som

o Litet s, dvs residualerna avviker lite frin skattat "plan”.

e Med fi variabler blir modellen enklare att hantera, men man bér ha tillrickligt minga for att beskriva
y vil.

6.8 Polynomregression

Med matrisframstillningen kan man dven enkelt hantera vissa situationer dir y inte beror linjirt av en variabel
2 utan beskrivs av t.ex ett polynom

Y; = Bo + Bixi + Box? + ...+ Bral + &

Matrisen X blir
2 k
lozy zy - 27
lag 23 --- ok
X:
2 k
lap xy, -+ zp

17



6 MULTIPEL REGRESSION

Skattningar av parametrar blir pd samma sitt som tidigare.

>

Exempel 6.5. I en fysiklaboration i kretsprocesser uppmiittes féljande dir x = “tid i sekunder’
och y = "temperatur i °C” i en virmepump.

x;: 94, 190, 301, 372, 442, 535, 617, 701, 773, 849, 924, 1007, 1083, 1162, 1238, 1318, 1470, 1548, 1625, 1710
yi: 26.1,27.7,29.4,31.1, 33, 34.8,36.3, 37.9, 39.4, 40.7, 42.1, 43.3, 44.6, 45.6, 46.5, 47.6, 48.9, 50.3, 51.2, 51.9

I figur [6.4] ser man att det inte passar s& bra med en enkel linjir regressionsmodell Y; = o +

Bx; + &;.
y = 25.75+0.01634*x
60 T T T T
50
> 40
30
20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X
Residualer Normal Probability Plot
2 e :
1 wrtar 0.90 i
>
*** *, % 0.75 i
-
0 * % 0.50 N 7
. * o+ a 025 5 f
Ll * 010+~
* 005/ '
2 T 0.02 "
0 5 10 15 20 1 0 1
Data

Figur 6.4: Data frin kretsprocesslaborationen anpassat till en forstagradsmodell. Residualplotten visar tydligt art
modellen inte ar limplig.

Om man diremot ansitter en andragradsmodell, Y; = a+ B12; + ﬁgl‘% + &, passar data bittre

till modellen. Se figur[6.5] O

6.9 Kalibreringsomrade

Motsvarigheten till kalibreringsintervall blir i regel ganska besvirligt att hantera analytiskt di man har en
funktion av flera variabler. Men med inspiration av metoden med skirningen av prediktionsintervallen i
avsnitt |4.5| kan man ganska enkelt gora kalibreringomriden d& y ir en linjir funktion av tva variabler. Man
plottar in planet y = yo och tar skiirningarna med prediktionsplanen som kalibreringsomrade. I figur[6.6]
visas det omrade dir man i genomsnitt har 50 frostdagar.

18



6 MULTIPEL REGRESSION

y = 23.18+0.0241 6*x-4.294e-06"x?

60 T T T

50 b
> 401 7

301 b

20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X
Residualer Normal Probability Plot
1 0.98 AR
X 0.95 1
0.5 o 0.90 Ly
. %, £075 i
* % * Qo
1] S N ot goso f
~ 0.25 A
~05 * * * 010 O
* 0.05 %
_q 0.02 |+ ’
0 5 10 15 20 -0.5 0 0.5
Data

Figur 6.5: Data fran kretsprocesslaborationen anpassat till en andragradsmodell. Residualplotten ser betydligt
biittre ut dven om de kanske inte riktigt dr normalfordelade; de tre minsta residualerna ir lite for
smd och den storsta lite for stor. Parametrarna 1 och B dr signifikanta.

5

100

(%)
©

50

38

Medelantal frostdagar
Nordlig latitud [

3000 37.5
2000

10
Hojd Gver havet [ft] 1000 2000 3000
Hojd éver havet [ft]

39
38
Nordlig latitud [°]

Figur 6.6: I viinstra figuren dr regressionsplanet fran exempel|6.3| plottat tillsammans med prediktionsplanen och
planet y = 50. I higra figuren dr samma plott sedd ovanifran och kalibreringsomridet syns som
skirningen mellan planet y = 50 och prediktionplanen.
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A  ML- och MK skattningar av parametrarna i enkel linjir regression

A.1 Nagra hjilpresultat

Vi bérjar med ett par anvindbara beteckningar och rikneregler f6r de summor och kvadratsummor som
kommer att ingd i skattningarna. D4 alla summor nedan [6per frin 1 till n avstdr jag frén att skriva ut
summationsindexen.

Forst har vi att en ren summa av avvikelser av ett antal observationer kring sitt medelvirde 4r noll

Sri-m) =Y mi-nr == Y w =Y w - Y w=0 A1

Nagra beteckningar f6r kvadratiska- och korsavvikelser kring medelvirde

Sxx = Z(zl - j:)2’ Sﬂ&y = Z(xl - j)(yl - g)v Syy = Z(yz - §)2

dir vi kinner igen den forsta och sista fran stickprovsvarianserna for @ resp. y, 82 = Syz/(n — 1) och
motsvarande for y. Dessa summor kan skrivas pa ett antal former, t.ex kan Sy, utvecklas till

Swzz(l’z‘—i’)(yi—ﬂ):in (yi — ) —ZEZ i — U :in(yi—g) eller
Sey =D (@i—2)yi—9) =Y (@i =)y =7 (i = (2 — D)y

dir sista summan i andra leden blir noll enligt (A.1). Motsvarande rikneregler giller for Sy, och Sy, och vi
har sammanfattningsvis

S:Ey = Z("L‘z - l’ Z xz Yi = Z(:L"L - j)yz (A.2)

Spz = Z xT; — a: Z zi(z; —Z) och motsvarande for Sy, (A.3)

A.2 Punktskattningar

ML-skattning av @, 3 och 02 di y; ir oberoende observationer av Y; € N(a + Bz;,0) fis genom att
maximera likelihood-funktionen

1 _n-a—pey)? 1 _n—apen)® O S B2
e 202 e 252 — (271.)71/2 . (0_2)71/2 e 22 S (yi—a—pBz;)

V2ro? ..”.\/27r02

Hur 4n o viljs s3 kommer L att maximeras med avseende pa a och 8 dd > (y; — a — B;)? ér minimal,
och eftersom det ir just denna kvadratsumma som minimeras med MK-metoden sa blir skattningarna av o

L(O‘757 02) =

och B de samma vid de tvi metoderna. Med ML-metoden kan vi dessutom skatta o varfor vi viljer den.
Logaritmeras likelihoodfunktionen fis

1
202

InL(a, B,0°%) = gln(Qﬂ') + gln(a2) (y; — a — fx;)?

Deriveras denna med avseende pé var och en av parametrarna och sedan sittes till noll fis ekvationssystemet

OlnL

aI; 022 —a—fe)=0 A4
OlnL

8% 02 E —a—fx;)r; =0 (A5)
OlnL n
oot =~ + g Y —a — Bt =0 A6)
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att losa med avseende pd a, B och o2. Eftersom vi kan forlinga de tV;°1 forsta ekvationerna med o2 och

dirmed bli av med den kan vi anvinda dessa till att skatta « och 3. (A.4) och (A.5) kan formas om till

Y vi=na+B) w

inyi :a2x¢+62x? (A7)
Delas forsta ekvationen med n fis

y=a+pbr <= a=y-—pT (A.8)

som vi kan stoppa in i (A.7) som d& blir

inyizgjzwi—ﬁfzxmLﬁzw? —
Zmiyizﬁ(zm?_fzxi)"i_gzxi —
gzt =y w2l =) ey 2@ O @) =

Yt -z w;  Yaj(v; —T) - Y wj(z; - 1) Sie
(A.9)

Detta resultat tillsammans med ger ML-skattningarna av a och /3

Say

) Oé*:g—ﬁ*.f
S:L‘ac

B =
Dessa virden insatta i (A.G) forlingd med o# ger
* 1 * *

(0*)* = - > (yi—af = Brw)’?

som dock inte ir vintevirdesriktig utan korrigeras till

(@) =8 = 1S i —a” — fw) = -2

n—2

som ir det. () som dr summan av kvadratiska avvikelser frin observationerna y; till motsvarande punkt pd
den skattade linjen kallas residualkvadratsumma och den kan skrivas pa formen

2

Smy
Qo = Syy - Si

A.3 Skattningarnas fordelning
Om vi bérjar med 5* och utgir frin

S:cy d(zi—7 yz -
= =" E di = A.10
S ij v — {17 CiYi ar ¢ = ( )

wa
den ir alltsd en linjir funktion av de normalférdelade observationerna och dirmed ir skattningen nor-
malférdelad. Vintevirdet blir

g =

B(5") = B(Ye¥) = S eB(Y) = Y aila+ fn) = ¢ 3 (ai ~ a)(a + )
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dir vi i nist sista ledet &ter anvinde hjilpresultaten (A.2) och (A.3). Skattningen ir alltsd vintevirdesriktig
och dess varians blir

o2 2
— ) 2 72—
fV(Zc, 7) ZCV Zc S%IZ(xz—x) =5
dvs
B* Sxy ir en ob tion B* EN(ﬁ g )
= —— dren observation av
SCCI ' \% SCECE
o* = y — [*T dr dven den normalférdelad eftersom den ir en linjir funkton av normalférdelningar.
Vintevirdet blir
E(a*) = E(Y) — zE(B ZY Z(aw%) — I8 =

:%ZaJrgZzi—:Eﬂ:aJrﬁi—fﬁ:a

sd dven o ir vintevirdesriktig. Innan vi beriknar dess varians har vi nytta av att Y och 5* ir oberoende
av varandra. Vi visar hir att de ir okorrelerade, vilket ricker for variansberikningen. Aterigen visar det sig

fordelaktigt att uttrycka 5 enligt (A.10)

C(Y’ﬁ*)ZC(%ZYi,ZCJ 7) ZZCJ (Y;,Y;) = [V dr ober. av Y d& i # j] =
=Y acw; Y-)—ch-vm—"ch-— 7 S w7 =0
_n 7 7y £ 1 _TL (2 1) T n l_nSxI 7 -

dir vi dterigen kinner igen (A.1) i sista steget. Variansen for o blir

2 2
V(") =V(Y - 7)) =V(Y) + :i'QV(ﬁ*) —2zC(Y, 8%) % + jzgi +0
dvs
T2
o =y — B*T irenobservationav o € N(a,04/— + 57)
n T
o och B* dr dock inte oberoende av varandra. Kovariansen mellan dem ir
2
* * % * 2 * \/ * = * * _ * _ O
Cla®,f7) = C(Y = B3, ") = C(V, f7) = 2C(8", ) = 0 — 2V (§") = —5—.

For variansskattningen och residualkvadratsumman giller

1 D (yi—af =B’ = Qjco, % e x*(f)

(6%) =5 =
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