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Sannolikhetsteori

Sannolikhetsteorins grunder
e Foljande giller for sannolikheter (Kolmogorovs axiom):
* 0 <PA) <1
x* P(Q)) =1
* P(AUB) = P(A) 4+ P(B), om hindelserna A och B ir oférenliga (disjunkta).
o Additionssatsen for tvi hindelser: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

P(ANB)

e Betingad sannolikhet: P(B | A) = W

e “Satsen om total sannolikhet”: P(A) = Z P(A|H;) P(H)),
i=1

ddr hindelserna Hy,. .. ,H,, ir parvis oférenliga (disjunkta) hindelser och U H; = Q.
i=1

e A och B ir oberoende <= P(A N B) = P(A) P(B).

e Antalet olika sitt, m, att dra % element ur # ir:

*

Med terliggning, med hinsyn till ordning: 7 = #*

*

Med aterliggning, utan hinsyn till ordning: 7 = < " ﬁ - >

Utan dterlidggning, med hinsyn till ordning: m=n(n—1)...(n — k+ 1)

*

*

Utan dterldggning, utan hinsyn till ordning:  m = < Z)

Endimensionella stokastiska variabler

e Fordelningsfunktion for X: Fx(x) = P(X < x).

e Sannolikhetsfunktion fér en diskret s.v. X: px (k) = P(X = £).

o Tithetsfunktionen for en kontinuerlig s.v. X: fx(x) = dF; (x)
/x
b
Z px(k)  om X ir diskret och 2 och & ir heltal,
e Pla< X <b)=Fx(b) — Fxla) = Fk=atl

b
/ fx(x)dx om X ir kontinuerlig.
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Flerdimensionella stokastiska variabler

e Simultan fordelningsfunktion:

Z Pxv (i, A) om (X, Y) idr diskret,
Fxyl,y) =PX <x, VY <y = /S»}, =
/ / fx.v(t, wdtdu  om (X,Y) ir kontinuerlig.

—00 J —

PgX,Y) e A = / Sxv(x,y) dx dy.
glxy)ed

Marginell tithetsfunktion for X: fx(x) = / Sy (x,y) dy.

Att X och Y ir oberoende ir ekvivalent med att Fy y (x, y) = Fx(x) Fy(y) for alla x och y, samt

* px,v(j, k) = px(j) py(k) for allaj och # om X och Y ir diskreta s.v.
* fx.y(x,y) = fx(x) fy(y) for alla x och y om X och Y ir kontinuerliga s.v.

e Betingad sannolikhetsfunktion f6r X, givet ¥ = £: pxlyzk(j) _2 );YE]/;)/@)
Y
. .. . .. . . o ﬁ(,Y(xa}’)
e Betingad tithetsfunktion for X, givet Y = y:  fyy—,(x) ===~
fr)
Summor av stokastiska variabler
e Om X och Y ir oberoende, s giller for Z = X 4 Y,
k
s pz(B) = px(@) py(k — i),
=0
‘ fole) = / ) firle — %) ds.
Vintevirden
e Vintevirdet av g(X, ):
Zg(j, k) px.y(j, k) om (X, V) ir diskret,

E. 1) =14 "t e
/ / 2(x,9) fx,v(x,y) dxdy om (X,Y) ir kontinuerlig.

Vintevirden ir linjira, dvs E(ag(X) + 64(Y)) = aE(g(X)) + bE(A(Y)).
Varians: V(X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) — [E(X)]%.

Standardavvikelse: D(X) = vV (X).

e Kovarians: C(X,Y) = E[(X — EX)) (Y — E(Y))] = E(XY) — E(X) E(Y).
o Korrelationskoefficient: p(X, Y) = D((:)(())(;D};;)
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e Kovariansen ir bilinjir, dvs C Z 4;X;, Z b, | = Z Z a0, C(X;, Y}).
i £ ik

e Vintevirde av linjirkombination E (Z a;X; + b) =, 4EX) + 6.

13

1

® Varians av linjirkombination V (Z a; X; + (7> =3 aVX) +2 Zi<j 2;a;C(X;, X)).

e X, Y oberoende = X, Y okorrelerade, dvs C(X, V) = 0.

e Betingat vintevirde for X, givet Y = b1 E(X |V = k) = ijx‘yzk(j).
j

(e}

e Betingat vintevirde for X, givet Y = y: E(X |V =) = / xfj(‘y:},(x) dx.
o0

e For betingade vintevirden giller

D EX|Y =k pyh),
EX)=¢ ‘o
/ EX|Y =90 dy.

o Gauss approximationsformler:

Ve, . X)) = Y G VOG0 +2) 6 CLG, X)),

i=1 i<j

dir ¢ = %(xl,.. . ,xn)

8361'

x,=E(Xy), Vk

Normalfordelning och centrala grinsvirdessatsen
e Om Xj,...,X, ir oberoende och normalfordelade, dvs X; € N (‘u,-, G,‘), i =1,2,...,n och

1y, 0n € R, sa giller att

n n

Z ¢X; €N Zci(ui)

=1 =1

e Centrala grinsvirdessatsen (CGS):
Om Xj,X;,...,X, dr oberoende och likaférdelade med E(X;) = u och D(X;) = o, och ¥, =
X1+ -+ + X, s giller for varje 2 € R att

Y, — E(Y,) @ /2
— < = 3
P( DY) _a) — D(a) . 7nafx din— oo

dvs @(a) ir fordelningsfunktion for N (0, 1).
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e Med utnyttjande av, bland annat, CGS giller f6ljande approximationer

Hypergeometrisk  —
Hypergeometrisk

Hypergeometrisk

%
_>
Binomial —
Binomial —

%

Poisson

Stokastiska processer med diskret tid

e Overgingssannolikhet:

Binomial
Poisson

Normal

Poisson
Normal
Normal

pij = PXup1 =j | X = 1)

P = {p;;} dr 6vergingsmatrisen.

e Overgingssannolikhet av ordning :

om
om

om

om
om
om

n/N <0.1.

p+n/N <0.1ochn>10.
N —n
N -1
2 <0.1ochzn > 10.
npq > 10.

u = 15.

npq 2> 10.

P = {pfjm)} ir dvergingsmatrisen av ordning 7.

[ ] Chapman—Kolmogorovs sats:

P = p~

e Absoluta sannolikheter: p;(n) = P(X, = i). p(n) ir radvektorn {p;(n)}. p(0) kallas initialfordel-

ningen.

p(n) = p(n — 1)P = p(0)P”

e Stationir férdelning: TP = w©

e Bestindighet: tillstdnd 7 ir bestindigt om

P(X, =ifornigotn >0 |Xy =1 =1

annars transient.

e Kommunikation: tillstind 7 kommunicerar ensidigt med j om pf-]-

o Irreducibilitet: alla tillstind kommunicerar tvésidigt. Alla tillstdnd 4r dd antingen transienta, positivt

m

bestindiga eller nollbestindiga, och de har samma period.

e Existens av stationir fordelning: om {X,,} ir irreducibel s existerar en (unik) stationir férdelning

om och endast om tillstdinden ir positivt bestindiga.

Poissonprocessen

e En homogen Poissonprocess {X(#), # > 0} har oberoende och stationira kningar och

X(@#+s) — X() € Po(Ar).

e Avstinden mellan konsekutiva hindelser dr oberoende och Exp(2A)-fordelade.

e En inhomogen Poissonprocess {X(#), > 0} har oberoende &kningar och

s+t
X(t—i—s)—X(s)EPo(/ )k(u)a’u).

) > 0 for nagot m > 0. Om i
kommunicerar ensidigt med j och vice versa kommunicerar 7 och j tvasidigt.
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Tabell 1: Vanliga fordelningar

Férdelning Vintevirde Varians
Binomialférdelning, n .
Bin(n, ) MV CE (k)ﬁkq ' £=0,1,....n P "
Np Ng
Hypergeometrisk k n—k k < Np, N —n
fordelning P N n—k<Ng P N-1"1
( )

Poi fordelning, b
Geometrisk
fordelning plk) = k=0,1,2 q/p q/p’
ffg-fordelning pk) = k=12, 1/p q/p*
Normalférdelning, (X*[;)Z

o eR 2
N (‘u, 0) e = \/27'502 ’ * !
G fordelning, MW o
F(;m)r\l)mor elning F) = m Pl () x>0 2/ o/
Exponential-
fordelning, fx) = A e M x>0 1/ 1/22
Exp(2)
Rektangel- 2
fordelning, flx) = a<x<b atb -0
R b p 2 12
Dubbel _e——b)/a 2
exponential- Flx) =e ¥ ER, b+ ya () ﬁ
fsrdelning (OBS! fordelningsfunktion) a>0 6

. (x=5\" b+al'(14+1/¢)
\?(./elbuu- Flx)=1—c¢ ( Z ) x> b, ) / 5 i |
frdelning (OBS! fordelningsfunktion) a,¢>0 (1 + ;) -1+ ;)
Lognormal- 1 ) a2
Ao v~ e 22 _ i
x T = / XL e™ dy, >0 I'p) = @p—1-Tp—-1)
0
1
I'p) = (—1! ompheltal 1—‘(5) = r

(k) Yy ~ 0.57722.
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Tvadimensionell normalférdelning

(X, Y) ir tvddimensionellt normalférdelad med vintevirdesvektor u = < [‘Z X > och kovariansmatris
Y
> = ( 0)2( PO-XGY ) om ﬁ(Y(x ) — ;C—Q/Z (X ) c Rz
poxoy oy Y0 27/ det(X) ’ . ’
T
dir det(X) = 6202 (1 — ¢?) och :<x—,uX> E_I(x_‘uX)
Xy e C=o-wr y—uy

Den betingade fordelningen for X givet att ¥ = y ir en endimensionell normalférdelning med

EX|Y =y) :{uXer%(y—#ﬂ,
VXY =y =ox(1— 0.

Fordelningar besliktade med normalfordelningar

?-fordelning Xi,...,X, € N, 1), oberoende = Zn:Xf € x*(n).

£ =T /2.1/2) -

t-fordelning, t(f) XeN(,1), Y€ x(f), oberoende = X . t(f).
Y/f

F-fordelning, F(fi, ) X € *(A), Y € ¥*(h),  oberoende = );72 € F(fi, f).

Additionsformler

Om X; och X; oberoende sa giller:

Xi € Bin(ny, p), Xo € Bin(np,p) = X1 +Xo € Bin(n; + ny, p).

Xi € Po(u1), X5 € Po(uz) = X1 +X; € Po(u + w2).
Xl € F(plaﬂ)v XZ € F(Pbﬂ) = Xl +X2 € F(Pl +p2aﬂ)'
X € Xz(ﬁ), X € Xz(ﬁ) = X1+X; € Xz(ﬁ +ﬁ)
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Statistikteori

Punktskattningar vid normalférdelning och helt okind fordelning
Ett stickprov

Lat x1, ..., x, vara observationer av oberoende och likafordelade s.v. X, ..., X, med vintevirde u och
standardavvikelse o. Vintevirdesriktiga skattningar av u och o ir di

NEEL P | - K
.H_nZX,_X OmX; € N (u o) si eN(y,ﬁ)
i=1
. 1L 2 a1 (o),
e () :nZ;(Xi—y) da u kind. Om)QEN(p, a) 8 — €y (n)
o (A)F=8= Q = ! i(Xi—)_()z diyokﬁnd.OmXiGN(p O') sﬁgexz(n—l)
n—1 n—-1% ’ o?
Flera stickprov
L&t x;1, . . ., xin, vara ober. obs. frfinN({ul-, 0) dii=1,...,k Dair
f @ Q m =D+ DS ) L Q
o (=S R T e P Eftersom X; € N (;, o)saoze)((f)

Vanliga skattningsmetoder

e ML-skattning:
LAt x1, ..., x, vara observationer av X7, . .., X, som ir oberoende s.v. med tithets- (sannolikhets-)
funktion f(x;;0), i =1,...,n (p(x;0),i =1,...,n).

ML-skattningen av parametern ¢ ir det 6y;; som maximerar likelihood-funktionen

px1;0) - placas 0) - -+ - plxcy; 0),
LO; x1,...,x,) =
fler;0) - fx250) - -+ - fx30).

e MK-skattning:
Lét x1,. .., x, vara oberoende observationer av stokastiska variabler med E(X;) = u;(0), dir funk-
tionerna ; ir kinda och parametern 6 okind.
MK-skattningen av parametern 6 ir det 65 som minimerar férlustfunktionen

QO; 1,y x0) = Y — wi(0)*.

=1

o Viktad MK-skattning:
(Férutsittningar enligt MK-skattning ovan.) Den viktade MK-skattningen av 6 ir det 0y som
minimerar férlustfunktionen

QO: x1,- -y x0) = Y hilwi — i),
i=1
dir A, ir en foljd av vikter, t.ex. A; = 1/0?, dir o = V(X;).
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Konfidensintervall

e Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — o for vintevirdet av en normalférdelad skattning:

Om 0*(Xi,...,X,) € N (6, D(6")) s

¢ Iy = (0" % Ay, - D) om D(0") dr kiind
¢ Ig= (0" £ 1,5(f) - d(6")) om D(0*) = ¢ - o dir o = D(X)), ¢ éir en konstant och
* Q2 __ Q Q 2
e Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « for vintevirdet i en normalapproximation:

Om 0*(X1,...,X,) € N (0, D(6")) enligt CGS (el. dyl.) sa

¢ Iy~ (0" £ ), - D7) om D(§*) ar kiind
¢ Ty~ (0" £ ), - d(0%) om D(67) skattas med d(0)
¢ Tg~ (0" £ t,5(f) - d(0)) om D(6*) skattas med d(67) dar D(6%) = ¢ - o med

o= D(X)), ¢ ir en konstant och (¢?)* = §* = Q

f
e Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — « for variansen i en normalférdelning:

OmXj,...,X, € N (4, o) med () =8 = Q och Q

f 2
(£ R
7\ i)

Hypotestest

€ Xz(f) s3

Styrkefunktion: 4(0) = P(H forkastas | € ir det ritta parametervirdet)
Speciellt: Signifikansnivan, o = P(H forkastas | H sann)

Regression
Enkel linjir regression

o Modell: y; = 0+ fBx; + ¢, € € N(0, o).

e Parameterskattningar:

o8 /1 —x)2
C(a*,ﬁ*):—>?~5—, g =" + % € N (a—kﬁm, o ;—F (xOS %) )

n

Se=Y =% Sy=> 0i=0  Sg= (-0 -7
i=1 i=1

=1
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e Ett prediktionsintervall med konfidensgrad 1 — p for y(xp) = o+ Bxo + € ges av

‘g 1 (x — %)
I)/(xo): O{—i—IBXO:l:tP/Z(n—Q‘).S.\/I_'_n_‘_OSM

o Ett kalibreringsintervall med konfidensgrad 1 — p for xp = Y 0,3_ * ges av
« s 1 (g —%? " . _Jo— o
Ix0: xozl:tp/z(n—Z)'&'\/lﬁ‘n‘i‘OSW dir Xy = IB*
Multipel linjir regression
o Modell: y; = G + Bix + 5@ + ...+ 82" + 6, & €N, o).
e Med matrisrepresentation kan modellen skrivas y = X3 4 e med
)
(1) p
2 I x el X 1 )
o S BT IR P T R
In 1 xﬁ,l) ... x,(;v) /Bp En
o Parameterskattningar:
pr=x"0"X"y,  VEH=,u0
02*:2: QO , :T_*TxT @6 _ 1),

BfeN (,8,-, 0\/ element(7) i (XTX)—I),

yé—xoﬁ*eN<yo,a\/x0(XT—X)—lx0T> dir xo=(1 ) . &)



