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1. Antalet snittar, X, som en godtycklig gist dter beskrivas av foljande sannolikhetsfunktion

ko 1 2 3
px(R) 02 01 03 04

Dir vi anvintatt 1 — (0.1 + 0.3 4 0.4) = 1 — 0.8 = 0.2 av giisterna inte dter ndgra snittar.

(a) Vintevirdet ges av

3
EQO =) k-px())=0-02+1-0142-03+3-04=19.
k=0

Och for variansen har vi V(X) = E(X?) — E(X)? dir det forsta vintevirdet ges av

3
EQC) =) & px(h)=02-02+17-0.1+27- 034304 =49,
k=0

vilket ger
V(X) = E(X?) —E(X)? =4.9— 1.9 = 1.29

(b) Eftersom antalet snittar som de 100 gisterna iter dr oberoende av varandra si beskrivs det totala
antalet dtna snittarav ¥ = ) 7 | X; ddr » = 100 och

E(Y)=E (Zx) =n-EX) =100-1.9 = 190,
=1

V(Y) =V (ZX) =n-V(X)=100-1.29 = 129.

=1

Eftersom Y ir en summa av minga likafordelade oberoende stokastiska variabler s ger centrala
grinsvirdessatsen att

v €N (190, V129).

Vi soker nu ett antal snittar, y, si att P(Y" < y) = 0.99. Virdet pd y ges av

Y 190 _ y— 190
V129 T /129
N——

€ N(©,1)

=0.99

y—190
V129
y =190+ Ao.01 - V129 ~ 216.422

= )\0'01 ~ 2.3263



Vi behover alltsd 217 snittar (limpligt att avrunda uppét eftersom vi vill ha ett antal snittar som
ricker i 99% av fallen).

Med halvkorrektion har vi istillet

Y —190 <y—|—0.5— 190
V129 V129
—

€ N©,1)

P(Y <y+05)=P =0.99

y=189.5+ Joor - V129 & 215.922
2. Eftersom vintevirdet for en exponentialférdelning dr 1/A = 10 har vi att

X €Exp (1/10), @ =41 0<x och Y eR(0,2), fp=10<y<2

(a) Eftersom X och Y ir oberoende s ges den bivariata tithetsfunktionen, fyy(x, y), av
fiv e ) =) frl) = e, 0<x 0<y<2
(b) Titheten for en summa av oberoende stokastiska variabler ges av en faltningsintegral
oo
fr) = [~ fo) frle - s
—0oQ
Lampliga grinser for integralen fis genom att studera definitionsomradet
0<x 0<x 0<x<, r<?2
= =
0<r—x<2 t—2<x<t t—2<x<1t, t>2
Vilket ger foljande

b
fr(t):/ﬁ((x) fr(t —x)de = [~ ;—x/IO] l(e—ﬂ/m —b/lO) _

)
S0 0<r<2 [ (1=e) 0<r<2
= 1 (=210 — =110y 3 <y G —1) —x/1o )<y

Vilket ger titheten f6r summan som

1 /10
R ), 0<r<2
ﬁ@—{&zo_mo 5o,

(c) Sannolikheten att 7 < 10 kan nu beriknas antingen som:
Alt 1. En integral 6ver titheten for 77

10 24 10 (02 _
P(T < 10) = ﬁww:/@ -mgw+/“%www
oo 0o 2 3 2
En enklare integral fis genom att anvinda komplement sannolikheten
2 (92— 1)
P(T§10):1—P(T>10):1—/ ~—
10 2
—1—[-5(22 - 1) —t/IO] =1 (045(L2—1)¢)) =
=1-5(?—1) ¢ & 0.59275

e 10 dy =



Alt 2. En dubbelintegral 6ver titheten for X, Y.

P(T<10)=PX+Y <10) = / Sfxy (e, y) dxdy =
xy<10

2 10—y 1 2 Lo

= /10 — 1 ,x/101107y g
/0 /0 20¢ b /0 (=3P T
21 B - 5
=[5 (=) &= [ (1002

0

_ % ((2 B 106—0.8) 4 106—1) =1-598 45,71 ~0.59275

3. En limplig modell 4r att antalet korrekta gissningar, X, f6ljer en binomialférdelning med X € Bin (n, p).
Vi vill testa en noll-hypotes om rena gissningar mot att Smaug ir bittre dn slumpen, dvs

Hy: p=0.5 mot Hy: p>0.5
med 7 = 16 f6rs6k har vi att npo(1 — pg) = 4 < 10 och vi kan inte anvinda CGS.
Ett limpligt test 4r ddrmed att anvinda direktmetoden och vi beriknar p-virdet som
P(f3 det vi fick eller lingre frin Hy|Hy) = P(X > 13) =1 - P(X < 12) =
12

=1- Z 1o 0.5%0.5'°"% = [tabell 6] = 1 — 0.98936 = 0.01064
k=0 k

Eftersom p-virdet dr mindre 4n 5% si forkastar vi Hj och det verkar ligga ndgot i legenden.

4. For en Poissonprocess med intensitet A hiindelser per minut giller att tiden (i minuter) mellan hindelser

ir exponentialfordelad, 7° € EXp (A), och att antalet hiindelser efter # minuter f6ljer en Poissonférdelning
med X (¢) € Po(A-2).

(a) Tiden mellan tvd gister dr exponentialfordelad 7 € Exp (1) med A = 2 och vi soker sannolikheten
P(7T >1) = / fr(nde = / 20 dr = [—e’Z’]TO =04 2~0.1353
1 1

(b) Antalet gister efter 5 minuter ir Poissonfordelat med X(5) € Po (A -5) = Po (10) och den sokta
sannolikheten ir
14 10/e
PXG5)>15)=1-PXG5) <14 =1-Y —e %= [tabell 5] = 1 — 0.91654 = 0.08346

k!
k=0

(c) En Poissonprocess har oberoende 6kningar dir antalet hindelser i ett intervall foljer en Poissonfodel-
ning med vintevirde som beror av intervallets lingd, X () — X(s) € Po(A- (¢ —5)). Vitar n = 50
och skriver om den betingade sannolikheten som

(X(15) = £NX(25) = n) _

P(X(15) = £ [ X(25) = n) = °

P (X(25) = n)

CP(X(15) =kNX@25) —X(15) =n—k) PX(15) =4k PX@25 —-X15)=n—k _
B P (X(25) = n) B P (X(25) = »n) N
B (lz\)k JREZ (1(2);)2;‘; 2102 - 7 15/@ Me10n—k pyr—k 154 104 B

Q5207 252 TH-(n— A 251 ) R
_(m\ 158107 % /50\ 15%10%0F
\k) 257\ k 2550

Vilket ger

k 50—k
P (X(15) = k| X(25) = 50) = <50> 1571077

ke 2550



(d)

(a)

(b)

()

(d)

Omskrivning av svaret i 4c ger
50\ 15¢1050—* 750\ /15\* /10\*"*
P 1 1 t1 = _ = —_ —_ =
(kgasterltld) (/e) 255 (k) <25) (25>

50\ /15)\* 15\ 50\ o
:</€) (25> <1_25> _(k)o@ (1—0.6)0*.

Vi kinner nu igen sannolikhetsfunktionen for en Bin (50, 0.6)-férdelning.

B-koefficienterna i Modell 2 ger

Bo: Modellens intercept, dvs “Grundpriset” for en ligenhet i Lund som ligger precis vid jirnvigssta-
tionen och dr p& 0 kvm.

Bz Okningen i pris per kvadratmeter i tusentals kronor, dvs om det skiljer 1 kvm mellan tv4, i
ovrigt identiska, ligenheter skulle den storre ligenheten i medel kosta 37 700 kr mer.

(22 Hur snabbt priset avtar med avstindet frin jirnvigsstationen. For varje kilometer fran stationen
(eller mojligen frén centrum) faller priset med 34 100 kronor.

For att konstruera 95%-iga konfidensintervall f6r 8; och 3, behover vi forsta skatta variansen for ¢,

2 Qo 4.3632 - 107 4.3632 - 107
= = ~ 850 =/ 222~ 291.6378
YT u—p—1 516-3 2053 ' 516 — 3 71637

Konfidensintervall for ; ges nu av

Ig, = Bf £10.025(513) -5+ V1.61 - 1076 = [36.9747 38.4253]
Ig, = 35 & 10.025(513) -5+ V/9.26- 10~4 = [-51.4939 —16.7061]

dir vi anvint skattningen av o, de tv4 sista diagonal elementen i (X' X)™! och det faktum att
20.025(513) &~ 29.025 = 1.96.

Tolkning av intervallen blir att 6kningen i priset per kvm for ligenheterna i Lund ir signifikant
hégre in motsvarande pris 6kning f6r ligenheter i Skdne eftersom 26.756 inte ingr i intervallet
Ig,. Vidare si ser vi att effekten av avstindet till jirnvigsstationen ir signifikant eftersom 0 inte
ingdr i intervallet /g, .

Eftersom béda koefficienterna i modell 2 ir signifikanta finns det ingen anledning att anvinda den
enklare modell 1. Ett limpligt pris for en ligenhet pa 67 kvm som ligger 2.5 km frén stationen
borde alltsd vara

U =x0-f =05+ 56745 -25=161.9+37.7-67 — 34.1- 2.5 = 2602.6.

Eller 2 602 600 kr.

Priset for en enskild ligenhet ges av ett prediktionsintervall

Ly = g £ 14,(513) - 5 - \/1 —l—xo(XTX)_lx(—)r.

Eftersom vi ir intresserade av hur ovanligt bra ligenheten 4r s3 studerar vi 6vre grinsen i ett ensidigt
prediktionsintervallet

2980 = 4+ 1(513) -5 /1 + 30X TX) 1.
Om vi l6ser ut kvantilen har vi att
2980 — i

= 1,(513) = A,.
5 \/1 + %0 (X TX) 1y




(a)

(b)

Med relevanta storheter har vi

xo=[1 67 2.5] xo(X"X) "'y ~0.0028
xo - 8% = 2602.6 5 \/1 + (X TX)"1x] ~ 292.0440
och
- 2800 — . 2980 26026

Vilket svarar mot en 10% kvantil eftersom zg 1(c0) = Ag.; = 1.28

Eftersom X ir den kraft dir glaset gir sonder sa svarar en 6vre kvantil, P(X < x) = 0.999, mot
ett virde dir 99.9% av glasskivorna har gitt sonder. Vi soker alltsd ett virde x sd att P(X < x) =
1 —0.999 = 0.001, dvs att endast 0.1% av skivorna har gitt sonder.

0.001 = P(X < x) = Fx(x) = 1 — exp (- (%)k)

log(0.999) = — (%) (—log(0.999)) /% =
x =1+ (—10g(0.999)) /¥ = 75 - (—10g(0.999))/"* ~ 37.59 MPa
Fér ML-skattningen baserat pd 7 observationer, x1,x2, . . . , Xy, dr likelihooden

10) = Hﬁm) Hkxklexp(—(’;i)’e)

=

eller, med 6 = 2%,

kx/e ! x*
L(b) = Hﬁ((x,) = H exp <—é>

vilket ger log-likelihooden som

n

n ;
1(6) = log L(6) = ; log fic(xi) = > <log(/€) + (k — 1) log(x;) — log(6) — ’;) =

=1

= nlog(k) + (k— 1) <Z log(x,)) — nlog(b) — é (Z xf> .
i=1

=1

Derivering med avseende pi & ger nu (eftersom 4 = A* ir en monoton funktion si kommer maxi-
mum med avseende pa & och A att sammanfalla)

1 n
I'(b) = —g oD
=1

Vilket ger skattningen som

. 7 1 “ I3 71_1 z b
O—_é‘i‘bz;xl <~ b—kzizlxl-
L L 1/k
==k =) K
n;xl <~ (anl>



Alt: Utan variabelbytet har vi

k
() = logL()\) Zlogﬁ( (x;) = Z <10g(k) +((k—1) 10g(xi) - klog(l) - ;) =

=1

= nlog(k) + (£ — 1) (Z log(x)) — nklog(A) — — (Zx > ’

=1

med derivata

/ o o ﬂk k i b
f0 == lex 0= -5 + 5 2~
=1
NS
)\/e-ﬁ-l 1 '
== :
13 (13+)

(c) For ett minimum har vi att

FY(}/) = P(Y S)’) = P(min(XhXZv s 7Xn) S}l) =1- P(min(XlaX27 s 7Xn) >_)/) =
=1-PX; >yNX; >yN...NX, > y) = [oberoende] =

n

=1-PX; >y P>y ... PX,>p)=1-[[(1-PX;<y) =
i=1

=1-JJ(1-Fep) =1-[[exp (* (%)k) =1—exp (*” (%)k> -

Pl i=1
e (0 ) =1 (- (2))

Vilket vi kinner igen som fordelningsfunktionen f6r en Weibullférdelning med parametrar # och
Amin = o~ Vk, Derivering ger nu titheten som

B F/ B ¥ k ¥ k—1 b B
fY(}’) - Y(y) = —&p| — <Amin) N <)\min) : Amin -
Eo( o\ 7\ LR 7\
- )\min . <)\min> P <_ <Amin> - Aﬁnn P <Amin>




